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किंञिनिवेदनम्‌ 

वाराणसेयराजकीयसंस्छृतपरीक्षायां गणितपरीक्ापान्यमन्ेषु गुरुवर म. म, 
सुधाकरद्धिवेदिनश्वखयशिकटनस्य निर्धारणं जातम्‌ । १९९५ ईशवीये वर्प राजकीया- 
ज्ञया सुद्रितस्यास्य मन्थग्त्नस्यारुभ्यत्वेन पुनञद्रणस्यावरयकत्यात्‌ सरस्यतीभवनसिरी- 
जाध्य्षेस्तत्रेवास्य मुद्रणं समान्ञघ्तम्‌ । गणितविपये प्रतिदिनं समुन्ततिरहरयते, अतः 
१९९५ ईगवीये सुग्रिते पुस्तके या टी स्वीकृता तत्रेदानी वहत परिवत्तेनं जातम्‌ । 
तथापि परमविद्रह्ि्मह्यमदोपाध्यायेः स्वकृतां श्ेटी परिरक््येवास्य मुद्रणं संपादितम्‌ । 
मन्थान्ते प्राचीननवीनपरिपाव्योभंदं अन्थप्नन्थिमोचनं च यथामति प्रदर्मयिष्ये । 
अतिशीघ्रतया संमुर्रितेऽस्मिन्‌ दृिदोपा्कण्टकदोपाद्रा यदि कुत्रापि वुटिः संरक्षिता भवे- 
त्त्छरपया श्चमणीयोद्टेख्या च कृपाट्सिर्विद्द्धिः । अत्र हदयतः कागिकरराजकीयसंस्छत 
मदाविद्याछयाध्यक्षेभ्यः परमविद्यारसिकेभ्यो विद्टदवरेभ्यो डा० श्रीमद्ग ख्देवशास्ििघर्येभ्यो 
धन्यवादान्‌ वितरामि येपां कृपाख्वेनेवेदानी गणितशस्त्रस्याभ्युदयो दस्यते संरछृत- 
विद्याजगति । 

इति निवेदयते 
वरुदेवसिश्नः 


विपयसूुचनिका ( (णप॑ला5 ) 


अन्याय 
?--चटरारिरटन का अभिप्राय ओर साधारण र्टानयन 


२--अररणीगत प्थिच्च संवन्ध का चलखानयन 
{२2110118} 11611011 >) 


२--खधृङररण परस्परा ( 1011112९ ° रित्वाट0ा ) 


--प्रीणक ( 3115(लातपा८०पऽ (२८11211५ ) 


पष्ठ 
९ ~ ४९ 
४२ ~ ८१ 


८२ -२०६ 


१०७ -१४५४ 


भूमिकां । 


चखनकखन ( 1210 €1€111181 (वतप ) की भूमिका मे विरोपर रूप से 
छिल्ञ आये है किं यूरप मे यह विया कैसे फटी ओर भारतवर्षं मे सच से पके 
किस विदान्‌ के प्रस्थ मे चलखनकलरन ( 1211167€111181 (2 [€ पऽ ) ओर 
चखयादिकखन ( 111९९121 (9[0पा८5 ) संबन्धी सिद्धान्त पाये जाते दै । यहां 
पर इतना ही भावद्यक समक्न करः छिखा जाता है कि विद्धान्‌ रोग यह न समध 
कि यह ग्रन्थ किसी अङ्गरेज्ञी ग्रन्थ का अवाद आर संक्षिप्त रूप है किन्तु जिसमे 
पढने वालों को सव सिद्धान्तो से भली भति परिचय हो जाय ओर उदाहरणों 
के उत्तर निकालने मे संशय न हो इस लिये इसमे थोड़ा बहत जहां तक हो सका 
हे चयाशिकटन (111९8191 91८पा05) संबन्धी सभी सिद्धान्तौ को उदाहरण 
समेत यूर्प की युक्ति ओर अपनी कद्पनां के वल से नूतन लघु प्रकार से 
दिखाया दे । 





जसे ॥ - सक्ती सिद्धि के लिये गाडदहण्टर ( {10त7प01€ा- ) 


साहब ओर विलियमसन ८ ए0111121115011 ) साहव ने \८८यः अर = ल -य, 
यह कद्पना किण । हाह्मसं ( पश्6ा8 ) ने ५८य-अः । 
(५८ यअ ) ( च +\८ य ~अ ) 
य + \८^ य -अ 
किया । प्रोफेसर डिमार्गन ( {61101221 ) ने पटले ९८यर {ऊ - र तय 
यर}-अः= रः, र्य ताय = रर तार वा यताय = रतार इस लिये यताय + रताय 


र (तार + ताय) 
य~र 


फेला कर तव चटराशि को सिद्ध 





~र तार +र ताय .*. ताय = 


इसका उत्थापन देने से | 


ताय _ _ ॥ र (तार+वाय) _ विन तार 


(क ----न्खा(य~+र 
५८ यर ~-अः र (य~+र) य+र ह ) 


प्रोफेसर डिमागन (12611012 ) ने असंभव संख्या का भी उत्थापन 


दे कर [ क्व इख का मान इस प्रकार से सिद्ध किया है किं 
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सूरदस्पनः क्रो ननि । 
६ -- चः 1-\८-र=ः त 
उवप = --^ -र, कस्या =. त य ~ 
स उ ५ 1९ 
? ~र [सि ---१५२ 
वा 2 ल्या = = ल(\ + व ९ -र्‌) ) 
‰ "= ख्य = 


दा त -च ~चौ-लाञ स्थिराङ्‌ को प्लकाद देने से पदिटेद्ी के 


एला फल उत्पच्र हसा \ 
उपर लितनी युत्तियों दिखटाई गई चे कथं सन में नदी आ 





(8 [8 नाय व 
तस्म जय तक यद प्नम सा प्क ( ~ ला(\“च -+-ञ ~य) 


थ = र नय यर चतुरः = = कि 
र ल्य यछ पन दमने नया यदह ध्मर्‌ द्जभ्रन्म म ला ह पक 





ग्रदन्य श्रं पि ( स ८ ) र, उरटार चङ्ग ञ्जनं ष्ट 
१ (य) 
4 ^~ ~ नाच _ न(ोनाय तार (यनाय - तायर 
द त नहह गान न्क त्द्कोल्र . पत्य)ोनाय ~ तायर 


= (रोद प्त) ~ ताद प्ट) पद्ान्तरान्यन चौर ॒परत्पर भाग 








= = ५२१ नर १4 4 „क ¶ 
~+ + ~ क र † 
< ^ श ~-*---\ ~~ ~ प (द्) ~“ दां यदि (य ) (व ) य ना 
3 ग्र) र (1 ५५५. ) 
>. 


भै + 
द ष्ट ग्द} 1 य~र [>~ र ) 
7 
ग्न्य व~र) =न्  क्ष्य)-ः 
शे 

ध कि जन 9 [ । अन अ 
ॐ अन च = ^+ थ 

४ ~ --ध्(य 

9 "षश शष , ~~ र = - | 





भूमिका । ३ 


इखयििये ॥। तान्‌ = ला ( य + फ़) =खं{य+फ(य) } -टा२ 


खा २ स्थिरा को निकारदेनेसे 


ताय ताय 
= खा { य+ फय) } यह पक सिद्धान्त उत्पन्न हा अर्थात्‌ | 
फट्व) ८ ॥ ) 1 त्‌ घ्य) 
इसका मातं अवद्य खा { य + फ(य) } इसके तुल्य होगा यदि फ(य)फय) = य 
दो तो। 


गणितज्ञ के वीच स्प दै कि मेरा प्रकार पक प्रकार का सिद्धान्त है 
जोकि नियम से दिखलातादै करि अँ जदो फ(य) एय) =य पेखा होगा 
तदहो तदो दी चख्यदि का मान खा {य+फ(य) } यह होगा। 
दसी प्रकार इस श्रन्थ मे बहुत नई युक्तयो दिखलाई गर है । 
इस के अन्त मे वैशेपिकलन ( (व[८पापऽ ० ४1141108 ) ओर एक 
परमाणु की गतिदिद्या ( [29112.111165 0. 8. {8111616 ) के भी अनेक सिद्धान्त 
ठिखे गये है जिनके वर से अनेक चमत्कृत उदाहरण के उत्तर स्टज मेँ निक 
आते ह । 
विद्यार्थो के अभ्यास के लिये इसमे अनेक उदाहरण लिखे गये है 
जिनके अभ्यास से सव सिद्धान्तो से भटी भांति परिचय हो सकता दै । 
विद्यार्थियों को चाद्ये कि पटले चखनकटन (21061 €111121 (६1८ पाप्ऽ) 
को अच्छी तरह से सीखकर तव इसको पटं अन्यथा इसका आना अत्यन्त 
दुर्घट है । 
अन्त मे विद्धानो से यह सविनय भार्थना दै कि मैने अपनी पाण्डित्य 
दिखलाने के छिये इस श्रन्थ को नटी बनाया है किन्तु अपने देशवासियों कषे 
दय मै यूरोप की विद्या का विरोप उत्लाद दिलाने के लिये फिओप छोग 
कठिन परिश्रम से तन धन मन देकर जो यूरोप की विद्या सीली उससे क्यो 
नदी अपनी मापा की पुष्टि कर अपने देश भाशया का उपकार करते । 
भारतवषं में युरप के लोगो का व विरोष संबन्ध होने से यूरप के विदान्‌ 
छोग भी संस्छत ओर हिन्दी की ओर विरोष ध्यान देने लगे दसखियि यूरप के 
खोगोकोभी हिन्दी में यह नया त्रन्थ यसेपियन सति सरे काँ करटा विदोष 
वाते प्रकाश करता है इसका परिचय करने के जिय इस श्रन्थ को पदृने से 
विशोेप्र उपकार होगा । 


चखयारिकटन ! 


यदि विदान्‌ लोग खण्डन की बुद्धिस भी मेरे प्रस्य को एक वार आयन्त 
पदृगे तो भी मै अपने परिश्रम को सफर सम्यग । 


छ ^ € व ७ ¢ ~ 


दोहा । 
गणित पयोनिधि सविधि सथि कादरी सुधा सुद्र) 
भणित खुधाकर न्ह मुधा वद्धा मधिदहे धीर ॥१॥ 
कल न परत निज कखन सो कंख्नं विना जौ तात । 
कट न कहु कं कलन हित कलन देहु येहि प्रात ॥ २॥ 


खुधाकर दिवे । 


--*~कक<-^ 


क्ट = विश्राम, = जाराम = चैन 1 

करन = करन = कर (हाय) का वहचन । 
करन = कलना = गणन! = हिमाय करना 1 
कट दूखरा जानेयाटा दिनि} 

कड = सुन्दर = वदिर्या । 

यन्छन = चररादिकर्टन = यष्ट म्न्य । 
करन = करन = कर्ण ङ्न । 


विरोष वर्णन । | 


अध्याय १। 
प्रक्रम । पृ] 
१। चङनकन ओर चररारिकलन मे सम्बन्ध १ 
२। [क फा(य) ताय इस का अथं 2 
३। [ब फा(य) ताय इल का रूपान्तर २-३ 
© 
[क य) ताय इस को दिखाना किं फ (य) के समान हे ३ 
५] चरराशिकलटन का अभिप्राय ३--५ 
६ फ+-स्थिदइसमे स्थिर का मान जानने के लये रकार ५ 
७ । साधारण गतियो से चखानयन ५- ६ 
०८ । चदानयन के स्मरण के खये इरोक ओर दोहे ६--७ 
८ 1 अभ्यास होने के लिये कुः उदाहरण ८--१७ 
९। = इस का मान जानना जदा फ(य) फ(य) = य, १-- शदे 
१० । खण्डचरनयन ( 1111€&78{1011 $ 415 ) ओर उसके 
उदाहरण १६१८ 
१९ । दूसरे प्रकार का खण्डचलखानयन ४ १८ 
१२ चङानयन मे विरोष, खण्डचलानयन का इखोक ओर दोहा, ध्यास 
के लिये कुछ उदाहरण ओर अभ्यासार्थं प्रन १८--२४ 


द्वितीयाध्याय २। 


१३1 अकरणीगत सिच्चसंबस्ध का चखानयन यदि तात्कालिक 
| 9 
अ + कय + खयः + . .. + पयम 
ववर्ध ------~ णवा --3ट 
अ+कय -+-खयः+ + पयन प्ल न 


फ(य) 


९४ यदि संबन्ध का मान (त 
४ (य-कशेतफा(य) 


भ हतु 
एफेसादहो तो चखानयन ३६-२७ 


२॥ विरोपृधणेन । 


पक्रम। पृष्ठ] 
१५. । खाधव से आका? इत्यादि के मान ओर कुछ उदाहरण . ३७--२९ 
१६1 यदि फा(य) = (य--कशेन फि८य) यदि णेसाहो तो चलानयन 

ओर उदाहरण ... २९--४१ 
९७ । दर मै पक जोड़ा असम्भव राशि भी हो तव चलानयन ओर 

उदाहरण . ४१--४४ 
९८ 1 यदि भिन्न के हर मे एक जोडा असम्भव मान त वार्होतो 

चङखानयन ओर उदाहरण .. ४४--४८ 
१९ । अकरणीगत भिन्न संवन्ध प्नं विरोप . ४९ 
२० } ऊपर के प्रक्रमोा से अनेक चखानयन ८९--५० 
२९। [नमनन इस का सहज मे चखानयन .. ५०-५१ 
२२। ~य. ताय का चदानयन जहां म ओर न अभिन्न है धः ५१ 

(अ + गय )" 

२२॥ ~ का चखाौयन जहा न चनं ओर आन्न दे प~~ 
२४। ल कामानजटांन>>म ५३--५ 
२५॥ | पन कामानजटान>म ५५ 
२८ छ का मान खण्डभिच्ामे ५५--५६ 
२७। २ का मान खण्डभिन्नो में ५६ 
२८ । उदाहरण ओर अभ्यास के लिये धरन "9--दण 


ततीयाध्याय ३। 


ताय न 
नस दधुकरण (९२९८तपल{छा ,., 2६--2७ 
[त फेन 8 ( 2 
म्‌. 
२० 1 न का खघृकररण 2५--६र, 
(अ +य) ॥ 


( यन्तः ताय का टघूररण जहां 


14 
2 


प्रक्रम । 


३२। 


३२ 1 
३४ 
२५ । 
२३६। 
२.9 1 


२८ 1 


२९ । 


० ! 
१ । 
८२२ 


४२ । 


12 


८५ । 


४६ । 
४७। 


८ । 
४९. । 


त = आयस + कायक, 


[| य्तनताय का लधुकरण जटां त = अ + कय +- गयः 


३९ये परक्रम मे विरोष 
ठघूकरण के कुछ उदाहरण 


लघूकरण से चिकोणमिति संबन्धिफखो का चलानयन, 


३९ प्रक्रम से ओर विरोष 


^ 


2. 


चद 


वर्णन ! 


शरूकरण सरे खहज मे सान्तचलानयनै, कुछ उदाहरण, 


ओर अभ्यास के लिये प्रन 


चतुथोध्याय २ । 


क [4 
{ फ(य) ताय का मानरप्र० सेतथा्रेदीकेयोगसे 


अ 


जानना 


[षो ताय इस पर सेश्रेदी का योग जनना 


श्रेदी के योग मे विरोष 
सान्तचरु के कुछ सिद्धान्त 


सान्तचर के सिद्धान्त मे विरोष 


„क 


 फ(य) ताय के सान मे विष 


ऋ 


ॐ फ(य) ताय के मान मे दसरा विशेष 


ताय 
र दस्तञं से सात से विरोषं 


तीन चो मे न्यूनाधिकता कां विचार 
फ(अ) + फ(अ + १) + फ(अ + २) + .इस श्चेटी ओर 


© (कऽ 
|| फ़ (य) ताय के मान का विचार 


भ 


खाय परसे ङ्छश्टीका विचार 


जिस श्रेढी का कोड पदं 





श 
फा(य) 


होउसकेमानका 


३। 


पृष्ठ । 


~ ६९--७० 
. 6०--७९ 


. ७१-७२ 
. ७२-७५ 


७५--.9.9 


-* ७७--७८ 


„ ७८--८५ 


<द--८७ 


८९९० 


५.१0 
. ९- ९ 


९२ 


- ९२---र8 


९.--९.9 
९८ 


०० ९.८--९.९ 


९९--१०० 


७ । 


प्रम । 


५० 1 


विरोपच्णैन । 


विचार 

टेर के सिद्धान्त मे न से उपरकेपदोका योग 
जानना 

एक दी गति का प्रकारान्तर सें चलानयन करनेमे 
विश्लेष 

सान्तचलन्ञान के लिये घनैरी (2311011) की श्रेढी 
वार वार चलन्ञान करने का नियम ओर सङ्केत 

चनी के श्रेदी की मू श्रेढी 

५७६ प्रक्रम मे विरोप 

[ज्यान ताय इत्यादि के मान मे विले 


क्रिया समेन कु उढाहरण ओर अभ्यास के लिये प्रन 


पृष्ठ 


, १००--१०२ 


१०२--१०४ 


१०८६--१०५ 
१०५--१०द 
९१०६१०७ 

१०७ 
१०८- १०९ 


१०९ 
१०९.--१२० 


र, 


श्राः। 


(> 


श्रीजानकीवह्भो विजयते । 


श्वोक । 
यष्टीखा विमला विलोक्य विपुख्प्रारेयवांरखारये 
भरूपष्न्द्रललारलारखनकलाङेपाङ्कितक््मात्ते । 
उश्ङ्घ्य खङ्कलालिक्ूल्कलितां रुल्ानदीं मैथि्ी 
यष्ोकाऽञ्कुलिता चचाल चलवद्रासाय तस्मे नमः ॥१॥ 

१ भर० । ज्ञेसे चलनकङन मे खतन्तरयरि के फरो पर से उनकी तात्कालिकी 
गति जानने के लिये अनेक प्रकार का वणेन है उसी प्रकार से दस चलराशि- 
करन मे फलो की तात्कालिकी गति पर से उन फलो के जानने के लिये अनेक 
प्रकार ल्खिहे। णेसीद्शामे चलसाशिकङन को चख्नकखन का उलटा कद 
सकते है ॥ 

२। करस्पना कसो कि फ८य) का तात्कालिक संवंघ फा(य) है तो 
चख्नकलन से ९ +च) (य) = फा(य) + अ! (यहां जव च = ० = . 
ताय तो अ९=०) इस खिये 

फ(य +च })- पफ (य) = च { परा (य) + अः) 
फ(य + र्च)-फ (य + च) = च { फा(य + च) + अः } 
फ(य + देच)- फ़ (य + रच) = च { फा (य + स्च) + अ} 


फ(य +न च)--फ { य + (न--शव} = चफा{ य+ (न--शेच } + अन] 
दोनों पक्षों को जोड़ने से 
फ(य +न च)-फ(य) = च {फा (य) ^+फा(य~+च)- 
+ च(अः\+ अ+ अ+ } 





२ चरखरारि कखन । 


इस मे य, यच, य~+र्च, -य+नच, इत्यादिके स्थान मे अ, ड, 
. कं इत्यादि का उव्थापन देने से 


फ (क)-फ(अ) = च { का(अ) + फा(द) + फा(ड) + } + च(अ९+ अ+ ) 
अव यर्दा यदि च = ° अथौत्‌ ताय के खमान कर्पना करो तो 


फ़ (क)--फ(अ ) = फा (अ) तायन^फा (इ) ताय-~+फा (उ) ताय+ 


क~ 


णेखा होगा । यहां जव य +नच =क ओर य=अ, ` च इससे यद 


सिद्ध होता ड कि फर के तात्कालिक सं्वघ मे स्वतन्त रारि के स्थानमेक्रमसे 


अ अ 
अ, अ+न,अ+२-नःअ+३ ) .क-च;, का उच्थापन टेकर 


अङग अरग मान ठे आवो फिरउन मानो को च से गुणकर जोड दो,योगमे चके 
स्थान मे दन्य अथौत्‌ ताय का उत्थापनदो तो योग, फलके उनदो मानोके 

अन्तर के तुद्य दोगा जो किं स्वतन्वरारि के स्थान मे अ, ओर क के उत्थापन से 
उत्पन्न होगे! इस योग को संसृत मे आढ्य भी कते है इस छिये राघव 
से आद्य के आद्रि अक्षर को दुप्ताऽकारके रूप मे छिखनेसे पयोग को 


क „ , क 
./ फा (य) ताय रेखे छिख सकते ह ! यहां «८ फा (य ) ताय इस से यह सम- 
अ 


श्यना चाहिये कि फा(य)तायकेयके स्थानमेअ, अ+ ताय, अ+र ताय, अ+ 
२ ताय, कूच, का उत्थापन देने से, जितने मान है उन सव का योग दै । इस 
चयि भकागन्तर सरे जो योग पठे सिद्ध हुमा है इसे उसके समान करने से 


क चि । 
फ(क)-फ(अ) = „८ फा(य)ताय णखा हुधा 1 श्समे यदि कके स्थानम 
अ 
य, यर अ के स्थान मे शून्य का उल्थापन दे तो फ(य)-फ(०)= 
य 
«^ फा(य)ताय (१) 
© 


३। चलनकटन से स्द्धिदै किं फ(य) में क्रेवटय चयदि द शीर 
स्थिराद्ध रे इस लिये क(य) मे यके स्थानम यूल्य का उत्थापनदेनेसे फः (०) 
यट अचय्य शून्य वा किसी स्थियद्र के तुस्य दोगा । इस स्थियाद्ध करो यदि रि 


चदटयदिकटन का अभिप्राय 1 य 


[#० 


कटो तो दूसरे प्रक्रम का (१) समीकरण फ(य)- स्थि = [य फा (य)ताय पेखा 


© 
हुआ इस मे पक्षान्तरानयन से फ(य) = [ वता(योताय + स्थि इसे लाघव से 


फ(य) = „^ फा(य) ताय + स्थि पेखा लिखते है । 

४। जव फ(य) = .^फा(य)ताय + स्थि तो दोनो गी तात्काटिकी गति 
निकालने से ता { फय) } = फा(य)ताय=ता{ .८^फा(य)वाय+स्थि) 
= ता { .^का(य)ताय } + तास्थि = ता { .^का(य) ताय } इस लिये 

./फा(य) ताय यदह अवदय फ(य) के समान इभ । इख पर से यह भी कट 
सकते हो क्रि जिख फ की तात्काछिकी गति फा(य)ताय दै चह फल 
./^फा(य) ताय कै समान है वा .८फा(य)ताय + स्थि इसके समान है । 


चरुराशिकरन का अभिप्राय । 


५। नीचे छिखि हुए उदाहरण से विद्यार्थियो को स्पष्ट जान पड़गाकि 
चलनकलन ओर चररारिकशन सें क्या भेद दै । 
कर्पना करो कि अकक.कव पक एेला वक्र हैः (जिसमे 
अमन्य, ओर वम=र,) कि जिखके भुज, कोरि 
ओर चापसरे जो वक्र चिमुज उत्पन्न हदोतादहेउस का 
क्षे्रफर सव॑दा इ शुणित यु जघन फे समान होता है 
तो वताचो किं यथुजये कोटि का क्चामानदहै? 
यँ इ कोई स्थिर संख्या है । 

कस्पना करो किं अम = यः वम =र, तो अवम वक्रनिभुज का फल प्रन के 
अनुसार इयः ओर अवम, का स्षे्रफल इ(य + मभ)* होगा इख लिये इन दोनो 
का अन्तर, तुर्य हआ वश्च ममः के, अधिक इभ वव^म,म आयत से ओर 
अर्प हुआ चे च्म! म आयत से तव 

दर (य+ म म).--द.यभ>वम > मम, ओर.<च १मा > ममः 





क --- 
अ अश अः अञ म मर 


(य ~+म मरो-यः 
क्रः क <-वम, इसमें 


= 9. ‡-य्‌ः 
यदि ममः = °तो वर्म! = वम ओर द्‌ 1 0 ॥ न (इयय) 


ममरकाभागदे देने से ब^मनद 


ममः ताय 


% खटरारिकङन । 


चखनकखन से । इस खिये चखनकख्न से यदह वात सिद्ध होती है कि फल के 
तात्काछिकसंवंध के समान र ॒का मान है अथौत्‌ र=३२इ्‌य') इस प्रकार इस 
प्रन का उत्तर चखनकटन से सिद्ध इ । 

अव इसी वक्र मे यदि पेखा प्रदन किया जाय कि एक वक्रक्षे् की कोटि 
गुणित्त ्रिगुणितश्ुजवगं के तुस्य है तो भुज, कोटि ओैरवक्रकेचाप से जो त्रिभुज 
होगा उसका क्या क्षेचफर्‌ दोगा ?1 इस काश्रेचफल जानने के सिये अम = य,कान 
तुरस्य समान विभाग करो ओर मानो किंडन विभागो कामानक्रम सेअ अ,, अ, अ; 


अर अ,, अ, म, है जरो ल = अ अ९= अ९ अः = अर अः, = अश्म, तो वक्रक्षे के 
लक्षण से क९ अ, = ३ दइ (य) क्र! अ, = दर (< ` ,चम~दद (च्य) 
नं, न ^; न ८, 
इन सव को न से गुण कर जोड देने से, क अ९ ल अस इत्यादि आयता क 
क्षे्नफङ का योग 
= चय) + उ) + + (क) 
= र ९-७+९+ +न ) दे्‌ 4 3 (न+ १) (न 
(र) पय (न 
दस समीकरणमे ज्यो ज्योन की संख्या वढ्ाते जर्येगे त्यां स्यो क. ख~ ^ 
इत्यादि वक्र के पास पास आते जार्येगे इस चये यदि न = तो ठीक वक्रनिभुज 
का फर = इयः हआ परन्तु यदि इस का तात्काटिक संवंध निकारो तो 
थ (इयः) =३इयः यह तात्कालिक संध वक्र की कोटि के समान होता दै 


दस लिये प्रक्रम से इयः = ३ इ य ताय फसा हुआ । 

इस से यट सिद्ध होता है कि यदि तात्काछिकि संवंधको उस वक्र की 
कोटि कर्पना करे जो कि मृल्विन्दुमेटोकर जाता दोतो जिस फलका यर्‌ 
तात्कालिक संवंध दै वट फट उस वक्र चिथ का फल रोगा जो कि भुजः कोटि 
ओर चक्र के चाप से वनतो टै 1 अव जिस रकार से- 

उद्य ताय परसेदयःका मान निकटे उस्र प्रकार का जे! चणैन करे 
उस्ना चन्यगदिकटन करते र । इस उदादग्ण से स्प दकि यदि चलनकटनः 





चखरारिकलन का अभिप्राय) ५५ 


ओर चखराशिकलन का क्षण राघव से कटं तो रेखा दोगा कि स्वतन्वराशि के 
फर पर से उसकी तात्कालिकी गति ॐ आवे उसे चलनकटन ओर तात्काछिकी 
गति पर सेजो स्वतन्लराशिका फट ङे आवे उसे चलसयारिकखन कना 
चाहिये । 

६। चलनक्रखन से सिद्ध दे किंता { फ(य) +स्थि; = ताफ (य) इस 
सिये. ताफ(य) = फ(य), चा फ (य) + स्थि उस से यह समश्चना चाहिये कि 
तात्काछिकी गति पर से जो फट निकलता है उसम यदि स्थिर संख्या जोड देँ 
तो जोङ्‌ दपए फट कौ भी वदी तात्कालिकी गति आवेगी परन्तु चलखरादिकल्न 
से तात्काछिकी गति परसे जो फट आते वे घुद्ध विना स्थिर के जोड 
आते हे । विधा्थियो को चाहिये कि सर्वव्र जहां तात्काछिकी गति पर से चल- 
रारिकलनके प्रकारसे फट सि दो वां उस फल मे कोई स्थिरसंख्या 
भी जोड़े जिस स्थिर का मान, फ मे स्वतन्वराशि के स्थान में दन्य का 
वा किसी विरोप संख्या का उत्थापन दने से, नातदहो सकता हे। जैसे 
५ प्रक्रम के उदाहरण मे कट = .^३ इयः ताय = फ + स्थि = इयः । अच फ + 
स्थि = इयः इस समीकरण मे यदिय=-०तो क्षेत्र देखनेसे स्पदे कि सेच 
फर शून्य होगा 

`, ० +-स्थि= इ (°>) ` स्थि = ०, इसी प्रकार स्वतन्तराि मे एेली संख्या का 
उत्थापन देना चाहिये जिसमे फर का मान व्यक्तं हो फिर उस मानपरसे 
स्स्थिराङ् का जान रीघ्र हो जायगा] 

७ चटनकखन की विपरीत क्रिया से स्पण् हे करि, 

.^ष्स्थफ(य)ताय = स्थि.^ फ(य) तायः 

^ { फ(योताय + फा(य) ताय } = „^ फ(य) ताय + .८^फा(य) ताय 


भ 4 
[ च्ताय व त ध ताय. = लाय । 


|| अयताय न 1 द्यताय = इय । 


ज्याय ताय = -कोञ्याय,./कोज्यायताय = ज्याय । 


तातल _ =स्पय 1 तान. ~ _ ऋनेस्पय । 
कौञ्याच्य ! ./ ज्याय , 


ताय _ = उथा-'-य वा= --कोञ्या- 
९८ अस य क 











चखरारिकलटन ] 


ताय श श्य श. य 
उदयः = ~~ स्प `--वा = -- कोस्प-?-- 


८। इनका स्मरण होने के छिये रोक ओर दोहे । 
इलोक । 

चरः स्थिरघ्रविहतश्चखोऽन्यो यदि तटहत्तिः ! 
वल्याऽऽदयचलगत्या स्यात्‌ स्थिरघ्रहतया तया ॥ १ ॥ 
य़ तिभरक्तियोगेन खमा स्याद्यत्र तन्मतिः । 
भुक्त्युत्यचख्योगेन समाना चल्कोविद्‌ ॥ २॥ 
सेकघातश्चलस्याछ्तः सैकतद्‌घातसंख्यया ! 
चलोऽन्यो यती रारिघधातरारिजवाहतिः ॥ २ ॥ 
यस्य भुक्तौ दरगतिरवमानं भवेद्धि सः । 
हरस्य टघुरिक्थेन समानो भवति ध्रुवम्‌ ॥ ४ ॥ 

चरख्याशिसमः स्थिराद्कघातः 

प्रथमस्तद्धतरारिसुक्तिरस्ति 1 

अपरस्य गतिस्तदा स्िराड़- 
छघुरिक्थाक्त इाऽऽ दय एव चान्यः ॥ ५॥ 
चख्ल्या गुणिता भुक्तिद तिस्तन्मितिर्भवेत्‌ । 
चख्कोरिज्यया तुख्या क्षयगा चल्युक्तितः ॥ ८ ॥ 
चख्कोरिस्थथा निधी सुक्तिरंस्य गतिभेवेत्‌ । 


चटजीवासमानं तन्मानं ज्ञेयं मनीपिभिः ॥ ७ ॥ 
चरकोटिज्यकावगेभक्ता भुक्तिं यहतिः । 
चखजस्पस रेखैव तन्मानं स्याचलोक्तितः ॥ < ॥ 
चरज्याकविसंभक्ता सुक्ति्यस्य गतिर्भवेत्‌ । 
तन्मानं चल्जा कोटिस्पमरेखा श्वयात्मिका ॥ ९॥ 
रािवर्गोनितस्थैयेचगे मूता गतिः । 
यद्ध तिस्तन्मिनिः स्थेयं नक्तसादोधलर्वेत्‌ ॥ २० ॥ 
स्थिस्वश्चटवर्गयोगमक्ता 
गतिसरस्नीद गतिर्यदान्यराने" 1 
स्थिस्भक्त्चखस्य यडलभा-- 
दाङदस्नत्स्थिरमक्तमन्यमानम्‌ ॥ २३ ॥ 


चयि के आनयन कं मूटप्रकार । ७ 


दोहा । 


जौ चरुधिर से शुणितवा भाजित हो चछ आन। 
आदि गती स्थिरगुणित वा भाजित ता गति जान ॥ १॥ 
कड गति के युति तव्यो जाकी गतितामान | 
सव गति के चल योगसम जानहु सकर खजान ॥ २॥ 
राशिघातदहत  सारिगति जाकी गति सो जान । 
सेकधात हत राशि को सैकधातसम मान ॥३॥ 
जाकी गति मे हर गती अंशमान जौ दोय । 


€ 
=+ 
म्‌ 


अधार च्ुरिक्थ जो दर को है वद सोय ॥४॥ 
चोपाई । 


चख्यशी सम धिर को घाता । भादि सो गुणित राशिगति ताता ॥ 
जाकी गति सो जदि परमाना) थिर छघयुरिक्थ विभाजित जाना ॥५॥ 


८। 
दिखाते दै । 


दोहा । 
चङजीवा से शुणित चलगति जाकी गति होय) 
चखकोरिज्या के करहु कण तुम जानहु सोय ॥६॥ 
चखकोटिञ्यागुणित चङगति जाकी गति दोय 1 
चख्जीवा के तुस्य तेहि कड युक्ति जिय जोय ॥ ७ ॥ 
चल्कोरिज्यावगंहत चलगति जाकी अुक्ति। 
स्पशेरेखिका चरुहि को ताहि कष्टद् खसि सूक्ति ॥ ८ ॥ 
चलजीवाकृतिभक्त जो चखगति जाकी भुक्ति 
चख को कोटिस्पदे कण रेखा कटु छखि युक्ति ॥ ९॥ 
स्थिरकृति मे चख्वर्भं कण तेहि पददत गति होय । 
जाकी स्थिरहत चछूहि को चाप कदु तुम सोय ॥ १०॥ 


चोपाई । 


स्थिरचश्चकतियोगविभाजित । 
चटगति जाकी गति सो साधित ॥ 
स्थिरहत चको चापं वनावहु । 
स्पशंखण्ड से सो स्थिर भाज्‌ ॥ ११॥ 
इस प्रक्रम में पूवे पकारो का अभ्यासं होते के लिये कुछ उदाहरण 


चदरारिकल्न । 
उदाहरण 1 
__ ताय द र 
(१) = धल गषत की चखरारि ङे आवो ?। 


1 १ ॥ 1 १, 
यद्यो ताय = तायय ताय य-३ = श्य, (३ सूत्र से) 
\८य 
२। ताय (क + अ यनोगयग, इस की चलरारि ठे मावो १ । 
यों दिथुक्पदसिद्धान्त से 


^; -१(अ म५म- २ २ 
(क +अ यनम = कम + मक (अयन) + पकम (अ यतन) + 


` ताय(क + अ यन)मयग = कम्यगताय + अमकम-प्यन+गताय 


+ अ-म(म-९) कम- य नगताय + 


* /ताय(क + अ यन्य" = ./कमयगताय + ./अमकम- ध्य!" ताय + " 
= कम /'यगताय + अ म कम ५.८ यन ताय 


~+अ -स चकम [य न+गत्ताय + (२सू्रसे) 
_ कम यग" अम कम! नग+- 
` ग+र +ग~+९ 


अम (म--१)क- म (म--र कम. न+ग+? 
य + (जसून्नसे 
त्ल+ग + ९) स 
३} -य -वाय न इस की चलरादि वताता ¢ यदयम ओर न दोनो अभिन्न 
(ज+कय) 


ऊर धन संख्या दै । 
के *े श्न डख-अ सर =. ताट 





तति {नसे यमताय यमताट _ (ल--अ)ग्ता ट 
इन का उत्थापन दन ~ (क्य) कटः कमर्न 
४ यम्ताय (ल--)ग्ता ट २ (1 मता 
(अ + ्+क्योन दुरम+ व्ल म~ ट १ 
सकते टो । 


अच इस पर से दियुक्पटसद्धान्त से) चटयादि जान स 
कोस्याय ताय, ज्या यताय इन का चर्या क्याद? 
+ कोच्या रय, इ लिये 


2 1 


यों तरिक्रोणमिति से क्रोज्या य = 


उदाहरण । ९ 


तार 


कोज्याभ्य ताय = ताय, यदहो यदिय्य=र,तो ताय 


" ..^कोञ्याष्य ताय =| ( १५ को जया ताय ) = 1 ८ शेण्या र तार) 


र +ज्यारे _२य ¬ ज्यान्य 
न (9 
ठ ७ ख से) 


९+-कोल्यार्य 
२ 


= ‰,/तार + ‰.^कोज्यारतार = 


इसी प्रकार 


ज्याय ताय = --करया २ यय क | ज्याय ताय = 


स्य ज्याय 
8 
ताय 
\८२्अ यः 
कर्पना कसो कि य = भ~ .` ताय = -तार, 
ओर \८२ अ यच =\८२अ (अ-रो-ल-क)ः=-५८अ- छ 
ताल. _ कोज्या" _ के या -+-अ--य 


.1 त ज्वर ९८अ अ 
=उञ्या' र (१० स से) 





५। इस की चररि क्या है ? 








६1 
९८ यः + 
कल्पना करो ^^ यः+ अः = ल--य .'. य~र य लड =यः+-अः 


लकअ छ ट^्तार--२ ता (क --अः) 
गः 


रता कः (ख +भ) क = १ २ , अ, 
= सता (ल + अ) = ताल (छ + म) ओर जव य = खच _ 
छख र्ट रच 


इस की चखुसंख्या चताचो ? 





ओर य = ˆ, ताय 


४; २ ४; 91 
८ र इनका उत्थापन देने से 





ताय तार (छ + अ) _ ( तार _ 
"न" = ---र--= } ~= खि 
\८यः~-अः गछ य 
† + 
रल 
= छा(\८य+ अः +य) (सत्स) 
७1 -वप्य दस की चलसंस्या वतावो ? 


कोञ्याय ॥ 


१० चखरारिकटन । 


ताय कोञ्यायताय [ अन्यायताय (0 ता + 
-------- = । -----~-- = 1 -~--(यदि छ = ज्याय 
कोल्याय कोस्याय १---य्याष्य १ (यदि ज्याय) 


| [ तार „ _ताढ1-१ [| रन | --ताल । 
२(१९-रख १८. २॥.,/ १4 १-ख 
= ९ (१९+र)- ठा (र) ॥ खा ,|१+ ज्याय 
४ १--ज्याय 
= छाकोरप [२] 


दसी प्रकार { -ताय = लास्पय 


ज्याय २१ 





८। -ट्‌ सकी चलसंख्या क्या है? 

















हप्र [ स ण | ७ उदाहरण के एेखा 
ताय _ = लाई+य, इस मे यदि य = य\८- 
१ य ~ 
तो (-ताय\९८--ट = श्खा ९ +य, 1 ताय _ १ _ _ १1य५८- 
१य १-५८-९ १+यः २५८१९ ` १-य५८-१ 
परन्तु ११ सूत्र से | द न्स्पभ्य 
९___१+य\८-- । 
ट य = -- 
र २५८-र ` १-५८-१ 
१ १ १ + य\८--र रि 
= थ 
चा, स्प "य = ट्ट च्ल 
यदा कस्पना कसे किय =स्पप,.' स्पष्यन्प 
दस दिये प १ (+ य\८--र ध 
3 (| 


स. इव ६ + स्थि्यदिपन °तोय =, "स्थन 


५\८ -- ९ ९--य\८- 
प९८- ६ _ १५ स्प प\८-- कोञ्याप~+च्या प\८^-ट 
१-स्पप\८--र = कोज्या प--ज्या प^८-१ 





चाड 


उदाहरण । ११ 


= ( कोञ्याष~+ञ्या १५८२) ॥ 
.", इ १.८ ~? = कोञ्याष + ज्याप८-१, वा ₹-१/ -र 
= कीज्याप-ज्याप\८--र ( चरनकलन मे मावर का सिद्धान्त देखो ) 











ताय 
य^८२ अ यअ 
कल्पना कसो कि २अ य-अस्-ङः* ख (अ =य 
२अ 
२ छता छता 
र ताय = र्ध == 
खताङ 
लिये ताय अ रता 
दरस ष्यं "न > (| (= [दशय 
य५^२ अ य--अः ख +अल अ+ 
अ 
ध ताट _, २ १ (9 ^ रअय--अ 
| ग स्प स्प ` ~------(११ सरसे) 
ताय ह 4 
© 1 | 
९० । पकः इल कौ चलसंख्या च्या है ? 
ताय १ ताय स = भ 
-----: ---, यहां यदिखन=्य ५ क्तो य~ ९ अ 
अकयः अ./ १५क म ॥ 
` ताय = ताल ^ ज 
क 


अ 
य नि 1 
इस लिय न | व ञं ५ क~\^ अ ( ताल ` 
१ क्य अक १+ खर = 








पध स= स्यः ( यञ) 
११। र देस की चरुसंख्या क्या है ? 


य द्‌ य 
"कव वि (र न (मान्य पु 
डच = ` हं 


य'ताय 
+य 


यताय 


इस छखिये यत्य्‌ 
१-यः 





= [ यताय-- यताय ~+ 


१२ चरूरारिकट्न ] 


धः र ९ ला(९+य) 


८।.५ 


(अ +क) ताय 


सकी च्संख्याख्यादहे? 
य्‌*+-अऊ यं ॥ टे 


१२ ॥ 


कर्पना क्रो किय ~= -‡ * ताय =-- (ज 


इव लिअ +क)ताय_ = _.. (अ +क)तार _ (भ+क) तार 


अयः+कयं रय(अय्‌+क) (अय +क) 
(अ +-क)तार (अ+-क)र तार 





अ+कर अ+कर 

ङ 
ताय(अ+क) _ (अक) (-स्तार  =--म~+क र तार 
अय'~+च्य अ+क.र 





अतार तार 
अ~+क कः [तार [न्‌ 
= | का [ अ+क ( +र 


क्क 


। कस -\(२ _ _ अ+क ५ अस्प-'२,/९) 


क (२ १ ॥ क ॐ) 


अभ्यास के लिये ओर प्रन । 


१ | ज्यायताय उ० लाञेय । 
(९) चोर्याय & 
२ ताय २ -- 
(र) [जल जत्र # 4 अ ( अ\८य+ क) 
२ 
व 3४ „२ 
(२) [ तप्य ( \८ य+ छ्य ) छ ~ अय 


२थ यः+ रयष्टा य--९ 
० -------------------~-- 


(८ ताय(य-ः+य-प+अ - 
(2) ( ) द 


1, 





(५) (ज ताय 


यखाय 


(७) .८^कोस्पयताय 
ताय 
<) | ध्य 


(९) 





|| ताय 
५८८ स्य- यः 


ताय 
(९०) | +प्य~+यः 


( ११ ) तायय 


(९२) | ५ ताय 


ताय 
८२ | जक 





(श्न्य^+ स्यथताय 
(९०) | "+ना य 


+ य॒ )3 





1 - नम्य! + (न-श्)यन | 
(९५) || 








उदाहरण । १३ 


उ ९ ली 
य अ-य 


` उ०; क लखा (खाय) 


उ० छखाञ्याय 
श्य 

उ० ज्याः 

४ 


उण्ल्या" १-+-य 
२ 


उ०स्प दइ ९ 


उ०, 





६ 
द --य+ <य-रेरडा (यः + ©) 


-२ १ (६ 
ख न-~-- >, 
© ५८रस्प दरश ) 
० ला (क\८अ ~+ क य) 


७, „^ द 


क(यन + यन) र 


स 
(यन 1 यनपे न (क--अ) 
(१६) [4व + ९ + यु)च्ताय २०१(य स ५८ चद) ( 
य +९ २ 
स्य ताय त 
(९७) द्यः र जां उ यपर 
(१८) [निरे उ०, ऊ-2-+=\८यं + ९) 


(१९) | (अय) (अ~+य) ताय. उ० अध्य + ---+- -चनय्‌ 


ट 


(८ श 


द 


९७ चखरारिकलन । 





ञ्‌ ३.२ द्‌ 1 
(२०) [ल +य) योय ताथ, ०, थय +अ य +अच्‌ ष्‌ 


(२१) [रदः ~ 


२ =) ङ्‌ ड 
(रर) ५ 4 (ग्‌ो, ० „२ यरं -ङय + स्थर-रस्प-' य 


(रदे) .^( अ + क यन्मन क यन "ताय, उ०, ५ कव, 
उदाहरण 

(२४) एक चोर अ स्थानसे एक दीरेको चख कर भागा। जव ख स्थान 
से पौन मीरु दर जा चुका तव उस को पकड़ने के लिये एक सिपाही 
अ स्थान से दौड़ा इस सिपाही के प्रतिक्षण की गति चोर की गति से 
अ स्थानसरे चोरकी दूरीजो डो उतनी गुणितदहैतो चतावो किंञस्थानसे 
कितनी दूर पर चोर पकड्ा गया १ 1 उत्तर, २२ मील । 

(२५) एक दीरे के मोर की वाढ़ एक राजा के आमदनी की चाढ़ से आमदनी 
के वर्गं कोशगुणनेसरे जोषोसरो होती डतो वता कि जव राजा की आमदनी 
तीन खख रहोनो दीरेका क्यामोरु दोगा? 

उत्तर, ९०६१० “ हीरे का मोर । 


क क त (य ५ 
९} कल्पना कसे कि (> =खा{ फ(य)+र } ज्टोर, यका कोई फठ 


है तो तात्कालिक गति वनाने से 


ताय _ फ(य)ताय +तार 
फ(य) फ(य) +र 


= फ^(य)ताय फ(य) + तारफ(य), पश्चान्तसयानयन से ओर परस्पर भाग देने से 


` फ(्य)ताय + तायर 


ताय-तार ताय 


तकन र तल यो यदि फ८(य)फ(य) = य, तो 


ताय-तार. _ ताय * (-ताय-तार (ताय 
य~र फ(्य) य~र फ(य) 


°. खा(य-र) = खा { फ(य) +र } ˆ यअ--र = फ(य) +र 
य + फ(य) 


५ 


तव = -प फ) ओर फलय) +र = 


| 


क क्के 
न्यास दे न्थ प्रहन । १५ 


=^ ये ~ध 
ट्ख न्वियं | ८ न्य ( द (य) ) त्म "व~ पफ(य) ` -टा, 


स(य) 


त क 
म्थिगन फोद्धाटय्नयं | ललं नन्दा यय) ' 


५ 


५ ६९1 ~ ५ 
स (2) उदादरण, | ~ वदरा फ(य) =य, आर कव्य) =; 


फ(च) फा(य) = य, एमे च्य | ~~ न्या य~ पद्य) नलाय 


=न्टराय लार स्व्िगदका निकानननिमं | - = न्मु] 


॥ 1 न पर ॥ क मिस २ 
प्ता पन्‌ भा [सर ए 1 


1 ६ 2 
(>) उद्ाटदरण, | प या प्(य) =\ ग द्घ 








शस ल्यियि फ(य)= सार क्य) क(य) = य, श्म न्वयि 
+ यं 3 2 

उपर फी यक्त 1 न (य +\ य॒ ) यरी पटेभी 

~ य {~ 
मिड दुधा द्ध । 

४ नाय नार 

(2) उदाटरण, | = | 1 | ------ 
\ (य -~-यभ्रय ८५ (य~) - \ र -- 











# १. त्‌ 
तवर दगनर उद्रटरणसं ॥ तार म | यर 
५ र ~+ ५ य ~ ५ अम 


= स्ग्र(र +\. र -घ) दा (य~-थ+ \ य ~ थय) 

(2) उदाटग्ण क्री सिद्धि फर लियं दखाददण्डर (1"तापा(ल्ल) ओर 
विटिधमसन्‌ (\\111111401} सादय न ८८ त-अ =ख-य, यट कटपना 
किया) 

(५८ उन) (य+ ९८ म 
य+\८य ~य 

णसा कर तव चरानि सिद्ध किया, डिमागेन ( 1201101९ ) ने 

पटृटे५८ यअ = र तव य ~अ =र .', रसताय = ररतार ओर 

चा, यताय = रतार दख दिये य.ताय + रताय = रतार + रताय 





दामसं ( 11111९1 5 ) ने९८ च = 


१६ चररारिकङन । 


# र(ताय +- तार) 
4 तथ = ८ उट 
यर उस का उत्थापन देने से 
ताय [व + तार) ताय ~+ तार 
1 [1 ष्व बया मे न 
| अः र(य + र) य4+र लाय ४, 


= खा (य +\८य+अ) णखा सिद्ध किया, 
डिमार्गन साहव ने असंभव संख्या का भी उत्थापन देकर चलरारि ङे 
आने के लिये एक दूसरी सीति छिखी हे परन्तु ये सव कस्पनाये शीघ्र मनमे 
नही आ सकती जव तक किं पटे से यह ज्ञाननद्ोकि 

गजः = डा (य+ ९८यः-{-अ) पेखा होता है इस चिये हमारी समन्च 
मे इस परक्रम के आदिमे दमने जो सिद्धान्त छिखा है उस से वहत दी सहज 
म चलरारि सिद्ध हो जाता हे । 

१०! चलनक्न से सिद्ध है किं ता (च +ज) = ताच ज +च ताज 


* ^ ता (च>ज) = „^ ताच जञ + .^ च ताज 
,* , „^ ताचज = च ज~ .^ च ताज इसे खण्डचलानयन कते है इस पर 
से अनेक उद्रादरण की सिद्धि वड़े छाघव से दो जाती हे जैसे । 


(१) उदाहरण, ./ज्या-ष्य ताय यहां यदि ताय = ताच भौर ज्या-ष्य =ज 





ताय 





तो च = य, ओर ताज = -----; 
₹--य 
दस सिये .^ ज्याय ताय = च ज--.^ च ताज 
ध यताय 
=य चउ्या"य- प्छ =य ल्याध्य + ९८ १- यः 


(२) उदाहरण, /८ताय\८ य ~+-अ्यहां ताय = ताच य = च 


ध ------ ४ य ताय 
अं “य ~+ अ नज --------- = ताज 
+^ | 





इस लिये, | वाय खः = य\८य स - | राय 
प 


------ ताय (य अनथ 
-र्णय्न - | ग~ 





उदाहरण । १७ 





= य\९८य --अ- 6 ताय५८य ¬+-अ ¬अ { = 
ए य्‌ [~ अः 
पश्चान्तरानयन से ओर ६ पक्रमसे 


२.८ताय८यः अ = य\८ य ~अ + अद्छा (य +\८यः + अन्‌ ` 


* =-२ --- ०. य, /^--र---5 अः > -3 
॥ [ ताय\^८ यः + अ = २५८य +अ ¬ ~ (य + \८य + अ?) । 


(२) उदाहरण, .^ यकोञ्याभथय ताय यहां ताच = कोज्याथय्‌ ताय 


--- ओरज=य,' ताज = ताय 


॥। ;=। = 
[+ अ०९ ञ्य अ || ॥ 
इस लिये, .^ यकोस्याथय ताय = य ह व ताय 


यस्याअय कोञ्याअय 
अ अ 


यदि „^ यकोञ्याअयताय. तो पूवं युक्ति से 


क -उ्याथय २ 
./वच्कोऽयाजयताय = य उवाय = /-यल्याअयताय 


अ अ 

प्र ज्याय. २ ( यक्रोज्याअय _ ज्याय ) 
अ अ अ ख 

= यज्याभय ~ _ रयकोञ्याअय_ ,. ज्याय 
अ अ अः 


(४) उदाहरण, ./यनकोज्याअयताय यदहं भी ताच 
= कोज्याअयताय ओर ज = यन मानने से 
„^ यगकोज्याभयताय = श्वा अव ८ नयन-प्या्यताय 
= प -च्वाभय- नयन उयाअयर्ताय 
फिर .^ य -्ल्याअयताय 
= -- -य कोन्याभय ॐ ^ (न--१)यन--कोज्याअय 


मन-? अ ध -२ त = 
=----- रोया + + £ [यन कोज्याभय 


2 
14 


१८ चटरादरिकर्न 


यो बार वार क्रिया करने से .^ यनकोज्याभयताय दस का मान 
आजायगा । 


(५) [ इक्यल्यायताय = । 1 नज ता (इक्य) | 


= -ज्याभय इक्य-. (अ चछोज्याअय काय 
"स - ए 
ज्याय अ.कोञ्याथ 4 
< -क- द्म || 1 - गय ता (दय) } 
_ ज्याय कय  अकोज्याभय अ ज्याथय यः 


पक्चान्तरानयन से 


ज अः वि 
[| इ ्यज्याअयताय ~+ = [ इमयज्याजयताय 





अ--कः कय कय क 
छ न | द्क्यज्याअयताय = ष व्यायय कोष्या्य) 


क्य(क ज्याअय--अकोञ्याअय) 
* कय ~ इ_ ^क ज्याथय---ज कावा, 

ह (~ च ज ताच-चत्ताज 
१९ । यह्‌ चङनकडन से सिद्ध है ककिता (ॐ) न ङ 


( जहां च, ओर ज दोनो य स्वतन््रारि के फल है ) 
लिये च\ [| अवाचवाल = [च - 13 ताज 
दस ल्यि| ता (2) = १ क्र म ~ 
< | सन ४ [चता (५) 
ज ज 
ताच ४ 
व > = [च ता (<) भी एक दूसरे प्रकार का खण्ड- 


ताच च. (च ताज 
चङानयन दे । इसको || ध + ( पाजके भी टिख सकते दो । 


१२ 1 स्वतन्त्ररारि का चाहे जेसा फ दो परन्तु चलनकटन से उसका 
ताच्काछिक सम्बन्ध जान सकते हो परन्तु यदि तात्कालिक सम्बन्ध न्नातद्ी ती 
चखराशिकट्न से साक्षात्‌ उसी तात्कालिक सम्बन्ध से प्रायः फ का प्रान 


नदी दोता जेसे------- दस तात्कालिक सम्बन्य मं जव तक णक 
९८ य -[-रय 


उदाहरण । १९. 


दूसरा स्वतन्त्राशि र, = य ¬+-अ एसा न मानोगे तव तक चरुसंख्या का जानना 
कठिन है । एक स्वतन्लरारि के स्थान में क्या जोड घटा वा किससे गुण भाग 
कर दुसरी स्वतन्तयहि कल्पना करे जिसमे तात्कालिक सम्बन्ध वा तात्काछिकी 
गति पर से सहज मे चरसं ख्या सिद्ध दो जाय इस के छिये अनेक उदादरणो के 
करियाभौ का जानना ओर अभ्यास करना इनको छोड़ ओर कोड उपाय नदी 
है) इस लिये विद्यार्थियो को अभ्यास करने के लिये हम यहाँ पर कछ उदा- 
हरणो को करिया समेत दिखाते है ॥ 
उदाहरण के करने के पटले खण्डचलखायन की क्रिया समद्यने के लिये नीचे 
लिखि इर इरोक वा दोहे को अभ्यास कर रक्लो । 
दखोक । 

इ्ाप्तथुक्ति परिकरप्य मुक्ति 

तं चं चेकमथाहति्या । 

एकेण्रयोरि्रजवाहतेक-- 

गतेश्चटोना स्वगतेश्टः स्यात्‌ ॥ १२॥ 

दोहा 

इश्रभक्त गति मानि गति जो चरं खो है एक । 

एक एको घात करि राखडु धारि विवेक ॥ 

इ्टभुक्ति ठत एक को मानि मुक्ति.चर खाय । 

तामे याको हीन करि गतिचल को बनाय ॥ १२॥ 

उदाहरण । 
(१) .८य\८य + अं ताय = .^( य +अ~-अ ) \८य + अ ताय 


ध 
= .८(य + अ) (य + ऊ) चताय--.^अ\८य +-अ ताय 
3. ध 
= „(य †- अ) 'ताय--अ .^ ताय (य +-अ)र 


५ 3 
= दे १, अ)*-- दूज (य + भ) । 


ताय (सिय + अ--ताय\८ य +- क 
५८ य अ + ८ य+ क अ--क 


=२{(व+अ)*- (+कः) } (दोना उदादरणोमेर=य~+अ 
३ ( अ-क ) कल्पना करने से भी चलरारिसिद्ध इणे 


४ चङसयशिकन । 





य-ताय यताय यतय 
(३) 
यभ नञ --अ" य^+अ 


= रः ॥ 8 ( ताय-य २तायय १ यताय } 
सअ~ (४ यअ ८ यण्+अ 


९ छाय य-ताय | 
का~ - 
अः यअ च्ख./ य+अ | 


= (< मतथ 

<अ. य +ञअः धम [क + 
१ _य~-अ २? --- य 

अः य+अ अ अ 





> 





६ 
(५) [७ + कयन)क्य + " ताय = [यन (अ + कयन)वंय म "ताय 


ध 
ल [चन (अ + कयन) वं(यन) नँ ' ताय 
म॒ म॒ नं प॒ म्‌. 
ह [क -नं कन-प्यन-” (अ + कयनीर(यन) न "ताय 
प॒ म! म.) 
न= क -9 [| चन (अ +-कथन)वक न (य) + ताय 


= कर [ यन (ख + कथन) (कय न)न` ताय 
क क~ यन" (ज + कयन) ब(ज + कयन --अ) त "ताय । अव चा 


% = स- 
मानो कि र=अ-+-कयन. तार=न कय ताय ओर 


प्‌ म. 
उस खयि क ~ ( यन (अ + कयन)प(म + कयन --अ) न ' ताय 


म न) च + कयन--अ) म?._ तार ~ तार , 
= क-ने | यन "(अ+क्य त्यते 


१-म प्‌ य्_ १ ९८ म द 4 व 
= 31 रब(र--अ) तार 1 खव यहां यटि न्नं यद अः 
` नक 


म 
अर धन दो तो दियुक्‌पदलिद्धान्त से (र-अ) न ' उस का मान 


धु २ ९ 
कटा कर उसे सतार इल से गुण फिर सदज म च्य जान सकते 


कते दो 


अभ्यास के लिये पदन । २९१ 


से य \८अ-~+य ताय यहां न श्वर क ९, ओंर म-१ = २ 
म्‌ 


 @ क = 
= (+य) --८ अ (अ~+य) + (अ +य) | 


उ 


ताय । यहान=२, म-१=२३ ध 


ओर [यं (अ + क्रय) 


. । ७ 


च =२,र=अयकयः 


|“ ॥|)१ 


(1) > (अ + कयः)ॐ । 
(र अर ) कः (अ + कथ) > (अ + कय) 


अथवा, [अ + कयन)वरेयम-' >‹ ताय 





प॒ नपु 
न= | (अय-न +-कोवय व + म-' ›‹ ताय 
प नप 
= | य ° "(अय न +क)वर्य व +म+न>‹ ताय 


म॒ प प्‌ =. 
न= || अन † ब! य~न (अयन +-क)व(अय-न ~ कक) (न + ११३. ताय 
यहां भी यदि र = अय-न+क तो तार = --अनय-न- + ताय 
* तार 
तायं == 
अनयन 
इस लिये 


१६ न्म, प॒ 
| अन + 4५ '३८य-न~ (अयन +. कक) (न +वं+ १) * ताय(अय न + को 


२२ चखराहशिकलन । 


सैव 4 





| सरक) (नंग ९). तार । यहां यदि 


प न 
नं + च यह ऋणात्मक अभिन्न संख्या हो तो दवियुकूपद्‌ से चलरारि जान 


सकते हो 


्ञेसे ताय च >>. 
जेसे पल ^ यअ +य) ` रताय 
य \८^ अ +- यः ¢ ) । 


यहाँ म -- १=--२' मन 





० २ (र--क)° > तार = - र५। व्तार 
गअ 


१ 
यहां र = अय +, 


= 

अ 

= ताय ०/4 

आर ल्ल्य =. ययय ताय 
[लन +य)ई ^ य+ 2 

वि द, ) शः प__ २. 

यदम = ०, -म= ग्द 4 


र = --९ ओर अः = अ, र = (अध्य ~+ १) 


[4 


| (र--क) (नं +वे + १), तार 


-~-3 ९ 
(य २(र-क) तार 


र्अः 
१ २ -2 १ 
= -- - "तार = ---- > -- -र = --- 
1 ग्भ १ ४ अ८र 


य 
1 
अ\८अय-+-१ अअ +य 


उदाहरण । षद्‌ 


य^ताय _ १९ (-(अ-कय--अ) 
अ | +-कयोने कम्‌/ ` (अ+क्योन + 








= ऊत ध = यदि र=अ-+-कय, 
स्‌ म्‌ १ ए म(म-१)रम- 
_ १.  (रम--मअ-रम+-अ-- [र 


ध -क  [ (सन-मजर-न' - नक रम-न----.)तार 


म~न ~+? वः म-न- 

= कभ र म _रम-न + अर्म(म--द). र | । 
क म-न-+२ अ~न (*- म-न-९ 
(६) ५ ताय € छग-ताय 
अ~+क्य-+-गय छअग +-छकगय +घध्गयः 
__ गताय __ 
(ग्गय + क) + ४अग-कः 
गताय सतार 

= । ------ = । ------>( यदि रगय ~क 

[इ पपन = | सपन ^ यदि साय करर) 


र 
(त्त रत 
यदि ४अग>कः ओर अ, क, ग सव धनदो 
चा ॥ प्तार र ( तार __ तार 
रः + छञसग--कं २ख\र-ल र+ख 
१ _.र--ख 


= -~खा 
ख॒ रख 


( यदि ख = ^^ क--छअगं ओर ४ अग ८ क) 


९.२ व क--\^ क्‌ --अग 
खे र+ख \^८क~-छ्अग  रगय7-क-+\८क-छअग 
(७) 1 ताय छ १ ताय ताय 
(य +-अ) (य +क) -/ अ-कभ्य~+क यअ 
ताय __ ताय ९ लाय+क | 
अ--क +-क य+अ८ अ-क य+ 


(८) (त +नय)ताय __ १९ ({रतग~+न (कर गय--क) } ताय 
अ+कय~+गयः रग अ+-क्य--गय 


८ चङरालिकलन 1 


व. { न(क + स्गय)ताय , (२ तग~--नक)ताय 
२ अ + कय + गयं अ+ कय +गय 


= -च ला (अ + कय + गय) + (वयन) | 
४ स्म अ-कय-+गय 


दूसरे खण्ड का चल द्वे उदाहरण से स्प हे । 
(९) (अ~+क्य)ताय ॥ {अ कथ, +~ क(य--अः) } ताय 
-रअश्य + अ+ कः --रअश्य +अक 
(अ + कञर)ताय क(य--अः)ताय 
(य--अः) +कः (य-अ + क 
अ +-कथ, _\य--अ,, क । 
= ~ स्प ` ---+--डखा --- २? 
क ज 1 { यअ) +कः) 
( १० ) ९ वे उदाहरण मे यदि, अ = १, क = अ९ = कोज्याद,ओौर क! = उ्याई 
ते | १--कोज्याई य)ताय ९-कोर्या इस्प-' य--कोञ्यादे 
९-ग्कोल्याद्‌य+य ज्या ल्याद्‌ 


कोज्या { ( य-कोज्याई ) + ज्या } 


ह न को्याडला(य --रकोऽयाह य + १)। 


अताय य ताय 
(६९) [ +य )> ताय [( कर 


[| ताय (अ~य) >+.८अभय- (अयः १) ताय 


१८अव्य- + 


=- +र +खा(य+\८अ + यः) यदि धन चिह्न हो । 


= ज्याद्‌ स्प 


= --\^ अय - १ -ञ्या “यदि ऋण हो । 





= 
(९२) ॥ अता = अध्य“ (+-भय +१) "ताय 


[| (गय + १--९)(भ य+ १) तायः +चिच्ट से 


अव यहां(अ य + १) 


~ (खयः न दोभ्वाय-- | \८अय नू 


ओर # का मान दियुक्पदसिद्धान्त से छे आकर पक श्रेदरी 
॥ि (अध्य + १) 





उदाहरण । २९५ 


मे चखसयरि का मान जान सक्ते दो इसी प्रकार-चिन्हसे भी जानो 


_ ताय तायन्य _ ^ ताय्य- 
(१२) [चन्तं ह | य\८अ +य ~ - । । 





अथ 
-|- तायय-*(अ +य) » =--(अ!+य) 
ताय ताय 
९४) । ------- = 
(५) ८ अ + ककोञ्याय 1 


अ(ज्या २ ~ कोज्या) + क(कोऽ्या = --उ्या द) 


| ताय 1 ताय छर 


(ज + क)कोञथा = + (अ--कोज्या्‌ अ + क + (अ--क)स्प 


ता ~ य 
यदि छ = स्प~ 
^ | जनक क) ' (~ 


इस लिये यदि अक्तो 


ता तार 
अ+ ~ गं 
अ+क + (अ-क)टः अक कृ +-ङछः अक. ग +र 


(~ 


यदि ग = 





ञं ~ तो ११ सूजसे 


र तार = १ स~. म शक. 
अक. ग +र अ-क ग 


ग जक पदः ग 





| 
वा ( ४4 ) 
५८ अ-क स्प अ+ स्प 


ओर यदि अक तो 








तार तार यर ५१ तार 
५) अपकर (अ--क)ख अ +क--(क--अ)ख क-अ./ अकं लः 
क--अ 
श | ताड क.~-गः 
क--अ./ ग - छ क-अ 


|| ताल । ताल (1 ताट ताल 
क--अ./ रग \ग-ख ग~+ङ/  ग(क--अ)\./ ग-ल ग ~+ 


२६ - चरराशि कखन । 


( -- ताल ताल 
ग(क--अ) ग-र ग+छ 


१९ 
# न्क) | क(ग + र)-स(ग-- र) | 
------,  ~---- य 
ध १ ग+छ ५८अ + क + \८क--अ स्प 
` ग(क-अ) लज्न-- छ ९८ कनं = त स 


य यह ऋणात्मक होतो 


यदि५८अ + क-- ५८ क--अ स्प द 





0 स्पय [ज 
ताय २.९ "९ क-अ २५८८अ+क 
अतककाज्यायं (क्य ----यव---- 
\८क-अ स्प -\८अ + क 
( ताय 
दि स न 
यदि यहां [5 पकस्यतरयद जानना होतो 
{ष ताय ताल 
= ~: 4 --ताय _  (-------~---- ध 
र्‌ + ख कर्पना करने से [5 पकज्यच [छ प कच्छर्याङ यद- 
ठीक १४ वें उदाहरण के फेला दो गया । 

१५ । ज्ञेखे उयाय = र तो उया-ध्र = य अ्थात्त्‌ उया से जिक्लका वोध होता दै 
उससे उख्टाञ्या"सेवोधदहोतादे। इसी प्रकार करपना करोकि फसेजो 
चोध होता है उख से उल्टा फ" से तफ { फ ^्८य) } = य पेखा दोगा अथात्‌ 
फ" से यदि उया" यहृण कसे तो इसेरेसेवोखेगेकिय काजो क्रमञ्या खण्ड 
पर से चापो उस को क्रमञ्याय के वरावर्‌ हे। 


न 


इस पर से यदि | फ(य) ताय इस काल्ञानदहोतो 


[फ ेताव इसका भी ज्ञान हो सकता है जैसे 
यदि फ"(य)=ख तोय = फ(र) तच 


= ताय 
फ "(य) ताय = [च्छ तार = यल ॥ यताट=्य ल [ फोतार } ऊपर 


जो उदाहरण दिखाये गये हे उनके व से दजारदो चदानयन कर सकते दो खार 


† 


४ उदाहस्ण २७ 


जव अनन्त चल कामान आ गया तव उसमे स्थिरङ्क का उत्थापन देनेसे 
सान्तचटानयन भी सज मे कर सकते हो ] 
ज्ञेसे खण्ड चलानयन से 


 [ज्यानघताय = - | वानज्यान-ण्यताय 


= --को्यायच्यान ध्य + (न--१) | कोल्यानयन्यान- यताय 
= --कोञ्यायय्यान-"य + (न--१) |( १--ज्याय)ल्यान-“यताय 
= --कोज्यायवज्यान-्य + (न--) । ज्यान--यताय 
--(न--?) | ज्यानयताय सम शोधन से 
न | उयानयताय = --कोज्यायल्यान- प्य + (न- ९) | ज्यान-गयताय 


ज्यान 
कोज्यायज्यान-भ्य ध च ९ ( उ्यान-ष्यताय 


न 
यहां पर यदिन पएकसे अधिक ओरधनदहोतो स्पष्हेकियके स्थान 


इस लिये | ज्यान्यताय = -- 


म ० ओर --का उच्थापनदेनेसे 


ज्या-प्यताय । ४ 


{अ 


न्‌ 


ल्या ग्यताय = 


% --) >) 


© 


[५] 


इसी प्रकार यदि न धन ओर से भधिकटोतो 


^] >) 


०-) न्णेनो 
4 


न-ष्यताय = य्‌ [ ज्यान -भ्वताय । 


दसी प्रकार यदि न घन ओर समहो तो लगातार यदी पधि करनेसे 


ताय = द ओर यदि धनन विपमटहोतो अन्तमं 


ञ्यायताय = १ यह दोगा । इस लिये 


०५ पमे ० ने 


२८ 


चटराहिक्रखन । 


५) 


॥ ज्यारयताय = ~ ड ` (यदि न सम) । 


व्यानयताय = -न--£) (न--2) (न--५) २ 
या यताय = -नल्टरल्शरः 


यों कष्पना करो कि न धन ओर खमदहेतो 


(यदिन विषम) 


०) ५ 


न--> न-८ न-द 


_ न २ 
ल्वा व्यि 
॥ न= अ व= 3 (र) 


०-- ५ ¬ 


अव यो स्प है मि (र) प्क्रमसेश्रेढीमे यदि मानले आवोवो 


ड 
ज्यान-"यताय यद ॥ ज्यान-व्यताय इस से छोटा ओर 
© 


५> ०2--^1 


| ज्यानयताय इससे वडा क्योकि ऊपर क्रे मान नीचे के मानसे 
© 


4 भ 


उत्तरोत्तर क्रोटे दै 1 परन्तु पूव सिद्ध है कि 


~~ 


च 








॥ ज्या्यताय न १ | ज्यात्यताय ् 
"~ -------= - न्‌--- ए र ध - (3 4 सख 
च १ न य 

ज्या थताय ॥ ज्यान-प्यताय 
© [५ 


कछरोटा ओर ~ से वड़ादै। इस लिये (९) ओर (२) के दिने पक्का 
संचन्य २ से न्यून ओर चते से वद्धा हा । इस धकार से 


¢ २,२४.४८८ (न--२) (न--२) > 
~ १३३२३ (न-३) (न--र) + 


उद्ृष्ह्रण । २९ 


~ , २२७४ द, (न-रे) (न->) न 
द्र १.३ २५ ५.७ (न--२) (न--१ ) न~ यह्‌ एखद्ध आ । 

रूप व्यास्द्धं की परिधि जानने के लिये इसे वालिस का सूत्र 7211155 
एग0पधा2 कहते हे । इस प्रकार से अनेक चमत्कृत क्तिद्धान्त नये उत्पन्न हो 


सकते है । 
अभ्यास के लिये ओर उदाहरण 


१ || ताय = ज्या-क+गध्य 
९.८ १ कथ-यः \८४+ क 


+ ५५२ 


२। = ञ्य 
(ट य-- \^ २९ 


४ । [कयं ठखयरताय नकन { न 





> म (6 
४। | २ यलायताय = रय (कय >) 
९५ ९ र त 
| | यरायताय श ( लाय (ट ) 
६ | खायताय = य(खय--१) 
अ ९ द 3. 
७। || अय\८य = द (य+ ) "ङ (वश) 
3 3 
८ । | ---- रष ~= == य+२)-+ य+ र, 
\८य + २ -५८य + 9. 
# ॥। यः ( ३+य\८३ )$ 
९ इः $ ऋ 
>= ~~ {२ उ.-~---- ११ 
द्‌ + य ५८३)  - ६ ३ + य\८३) 
९१० । | अ+क्य) य" ताय, 
<, क 3५. अ* > २ = 
= क (अ- रमर + दभर-म र“ + छ ) यदे र=अ+क्य 


य"ताय 
४ | + र्य). 


२० 


चटरारिकलटन 
१ [२ ५, १ १ 
= ~ | -- -- -~ र + १०्खार्‌~+ + 
६७ {. २ १ द र प्र रैर 
यदिर=१-+यर्य। 
१२। ताय १. स्प दय + 





१+र्य+देयः ^^ २ ` <^र 


ताय ___.९ य+ 
९. [उन म्व | | 








ताय य+ 
%@ | ~ ~ -- 
९ (य +) (य + ५) ४ 
१५। ( १९+- स्य >ताय 
१+ग्य~+रेय 
_ १ 1 २ १ _\ य+ 
= --3 खा ( १ र्य + ३यः ) + ----~-स्प ' ------- 
च \८२ ५८२ 
~, (८१९५+य्य) ताय. व [ य 
१६ । मः न=खा(४+-भ्य~+-यः) ् खा तनुः 
(१ + रय) ताय 
++ 1 अ) +क 
2 = स्प व +ला { (य-अ)+क ॥ 
१ ताय = स्प य-द का { (यर) +४ } 
य~--छ्य+८ २ २ 
१९ | रताय 
र-यकोञ्याश््+य 
व _, य--कोञ्याद्‌ _ कोञ्याद्‌ ् 1 + य्य | 
=ऊ -- ¬ ~--< - ------~-टास (य-?)*+ध्यज्या ~ 
याइ स्प वनाः त ( य--१ )*+ध्यस्या ल 


यदि र = १-य कोञ्याई । 


५ £: त्यः खा (य+\८९+य) ५८ य 
य ध य 


२२९१ । ए ताय\८ ९--यः ९ १--यः र 
॥ = च----~ ~ -लज्ः-~ च्छाय 
२२1 सिद्ध करो कि [गाथ = = --ज्या-' < 
य\८य--अ य 


उदाहरण | २१ 


चा [- तान्‌ , = कोज्या? 











५८ यर -अ 
[३ [क अताय न यृ | 
२३ । प्विद्ध कयो कि ग्य = छ -- == 
य\८ यः + अं अ+\८य~+अः 
२७1 सिद्ध कसे कि ४ -=--- = ल---------~ 
य९८ अ~य अ + \^ अय 
४ 
२५। | त= --( १५य ) 
य\८यः + १ 
ताय र ~ ~ 
स | == [ स्पश | 
२+कोल्याय \८२ \^ २ 
२७। ताय =_-९ लाश्यश्व + ९८ ३ 





१ + र्कोञ्याय ८ ३ स्पय-\८३ 
उ्यारप _ पकोज्यारप 
< 8 


२९। || -उन्व र ८ स्प ( इक्य) 


२८ } पञ्याप कोञ्यापताप = 


२० । [नि ताय = ^^“ यर + कय + क.ङ[(\८य + क + ५८ य } 
य 





द्य ज्याय ल्याय 
1 ड यताय = - , 
३९१ ॥ या य = ~+ ष्ट - 


३२। || पस्पप छेः षताप =छेषव--. 3 स्यष 


२२३ खण्डचदलानयन से सिद्ध कसो कि 
यङो कय न न 
1 इष्यकोञ्याजयताय = -₹-८ _ इक्य( ककोञ्याजय + अज्याजय ). 
अकं 
2२४! सिद्ध कसे कि 


|| इभयज्यामय कोल्यानथताय 


मय { अस्या (म~+न )य-(म~+न) कोञ्या(म+नोय ; 
२{अ+(म~+न)-) 


ध इयय { अल्या (म--न) य-(म--न) कोञ्या(म--न) य} 
२{अ+(म-न,) ¦; 








२२ चखरारिकलन । 


२५ | व 


ज्यायक्तोज्याय 
३६ । 1 स्व =खा ( स्प) २, ओर [कव 
गरकोल्याय 
= कोस्प ( 23) नखा स्प ( य) ;२ 
२ 
२७ । कयताय ऊ अक 


(म-य) २(अ-य)} अ-य 


नू कोल्याय 
३८ । | - व ताय =ला(२य-+ज्याय) 





य~ ्याय 
म्‌ म+ग 
३९। ॥ _ताय(ढाय)__ (खाय )म +" 
य मर 
रताय -- (2 य ) | 
© ¡। ~<-~-------~------~ ~ कः क 
५०। कोल्याय + उयाय ५८२ का {स्प ९.२ 
४१। लिन + रज्वा ताय = सय स्प 
१ + कोल्याय 
प 
ग च्याःयताय _ ग [अकः ---स्पयः\^ अ गय 
४२ । ------ = -! ---- | स्प 2 
अ+ 3 .कोज्याय क \^ अ +क क 


४३। || ताय 1 ताय 
[क 0 ० "प्यं क [रीषि 
अ~+-कञ्याय+ग कोञ्याय अ ~+ गकर-ज्याय + कोञ्याय ) 


2 ताय + ५ ताल 
श ग ग 


कोज्या 














अ+ कोञ्या(य-ढ) अ+ 
कोल्याद्‌ उ्याद्‌ 

यदि र = स्पद्‌, य-द = ठ 
अव १७बे उदाहरण से सिद्ध करटो । 
© । = = अउ्या न. ५ भ अ\८ रअय-- यः 

९८ रथय य अ 
५ । 1 भव 1 य--2 + ९८ य - व्यञ्र | 

९८ य --८य + २ 

-न- यन , न- यन 











य 
[ब्ब न्‌ कक अण ज~ ९ 
५ ॥। तावस्प ¶ = युन उन ५ रन-+ २न--७ 


उदाहरण । २२ 


-- ( -- १ )न्य+(-- १)न्प यदि य स्पप 
६७। [{ख( ) ताय = यल न्यव ` 
+न(न-- मैय खा (ब) ` --न(न--४ (न-रेय {ला (04 } 4 
५८१ | {सङ्क ]श्वयन्य्‌ काक | ५ ध्य्‌ खादक) | 
+ष्सय {खा ] २ --र्य {कदु ] +य 


नर" यु क _>-य २ 
७९1 (क्ङउज्या > ताय = द| उच्या ॥ =| 
^^ (रभय-य). 





५० । [खा { (लाय) ॥ ताय = खाय 1 खा (छाय) | 


५९१ । सिद्ध कयो कि 


| " अपस्याप्रताप = 7८.अ 


-------. ष््अ 
५२ । | ताय\५८अ ~य = च 


© 


द ला(लाय) 
[1 [~ 
५२ 1 [१ ताय ० 


५४ 1 ॥ १इ-यक्तोज्याप्यताय = श (१+ इ-?) 
© 


(4 ध 
५५ । | ड पस्पप छेपताप = > 


५ 
५६ । अकग चरत्ताद्धं के फे केन्द्र पर एक कीट वेडाथा ओर दसस अ विन्दु 
पर । दूसरा परिधि के राह से ओर पहा केग व्यासाधं के राह से ग विन्दु पर 
आने के छिये चखा । दृसखरा परिधि मे अ चिन्दु से जितनी चावात्मक दूरी पर 
पर्टुचता था उखकी कोटिज्या से उख के प्रतिश्चण की गति को गुण देने ओर 
व्यासाद्धं का भागदेनेसे जो हो उतना प्रतिश्चण पला चख्ता था तो वतावो कि 
जव दूखरा ग विन्दु पर पर्हुचा उस समय पला कँ पर पर्हुचा । 


उश्केही विन्दुपर छोट कर फिर पर्हैचा। 


२४ चदटराद्धिकटन । 


५० । एक ठ्ड्कफे ने एक सीधी १० हाय की पङ्क्ति मे चावलो को चिठा 
दिथा । उन चावलो को खाने के लिये एक जोड़ा कवूत< उतरे । नर पक सिरे से 
खाने खगा ओर माद्‌ दृखरे सिरे खे। नर उस खिरे से जितना हरता जाता था 
उससे उसके प्रतिक्षण की गति मे भाग देनेसे जो छच्ध हो उतनी मादे की प्राति 
क्षणिकगति है तो वताचो कि उस सिरे से कितनी दरी पर नर मादा से मिटेगा। 


उ० ७.२२ हाथ 


इति प्रथमाध्याय) 


उदाहरण । ३५ 
द्ितीयाध्याय 
अकरणीगत भिन्न संवन्ध का चटखनियन | 


१३ 1 यदि तात्कालिक सम्बन्ध का रूप 
ख +- वाय + खयः + . . ~ प्र॑यम 


प्सा हो 
स + कय ~ खयः-- ~+ पयन & 


जटा अ, क, अ, क इत्यादि सिराङ् हौ भौर म, न घन ओर अभिन्न हौ) 

यहाँ यदिनसेमवड़ाषो तो बीजगणित की साधारण भागविधिसे अंश में 
हर का भाग देकर अभिन्न रन्धि ठे आ सकते हो ओर दोष (जिस मे कि सव से 
वङायका घातन घात सरे अस्परहेगा) के नीचे दरका हरख्गादो। इस 
प्रकार पूवं भिन्न का रूप अभिन्न ओर भिन्न दो खण्ड के योग तुर्य जो दोगा उस 
मे अभिन्न का चल तो पहले अध्याय के सूरो से सहज मे जाना जायगा परन्तु 
भिन्न के चलानयन के छिये पहङे इस भिन्न को अनेक भिन्नो केयोगकेसरूपमेखे 
आने का यत्न करते हैँ ] 

कपना करो कि वह भिन्न हे । जय व ओर भ दोनोयके फट ओरभ 
केमानमे यकासवसे वडा घात नहे) छाघवकेयिये मानलोकरिं भमें 
यन का गुणक १ दे। 

कल्पना करो कि 
भ = (य-अर)(य -केग(य--रअक्य + अः + क) (य -स्गश्य + गः + घः)य 
अव यदहो यदि भ = ° पेखा समीकरणदहो तो इसमे यका 

(१) एक मान = अः? सम्भव संख्या ] 

(२) त तुद्य सम्भव मान = कः 

(२) दो असम्भव मान = अ.--कः\८- र 

(४) थ जोड़े असम्भव मान, हर एक = ग,¬-घ१\८- ट 

समीकरण के सिद्धान्त से !स्पण् हे किंसबखण्डोका घात अवद्यभके 
तुस्थ होगा जहो ९+त+२+स्यन=न। सानोकि 


च _ आर का काः का, 
भ॒ यअ (य--कर)ण (यक (यक) 
+ _ कात + खाय-~+गा 


य--क्रर य-रेअस्य +अः +कः 


३६ चट राष्धिकूखन 1 
चभ्य ~+ चन्य~+जः 
(य--रगप्य+-गः+घः)१ ल्य रगत्य + ग+ घरी) 


चथय जथ. 
य-रेगत्य +गः+धघः 


जो आ, का, काः, खा, गा, चः, जः इत्यादि सव स्थिरा है । 

यँ यदि दहिने पक्ष के खव सिन्नो का समच्छेढ विधि से योग करे तो स्पष्ट 
दै किञंरा मानव के तुल्य होगा! अव इस सरूप कमीकरणये य > समान 
घातो के गणको को खमान करने से स्थिराङ्को ऋ मान व्यक्त हो जायगा। 

१९1 सकेमानसे (य-क,) इसके अवशिष्ट खण्डो के घात को फा(य) 
कस्पना करो ओर व को फ(य) मानो तो 


__ फकः) फ(कः) 
ब॒___ त्यो _ _ फ) काकण) काक) 
भ = ` ्व-कमत्का्य य--क)तका(य) (य--कः) 


यां स्पष्ट देख पड़ता है नि यदिय=करतो 


फ(य) (य = ० 


इस लिये (य--क,) इससे फ(य) काव) यदह निरोप होगा । 


मानो किय --कः इस का भाग वेने से ख्व्धि= पिय) तो 


वच _ फ(य) पिय) ५ फ(कः) (६ 
ख ` ल्क्य) तयक) का(य) फा(कण) (यक) 





६] 





इसा रतस 
~ फि(क,) फि(कः) 
फि(य) छ ५ (क)? ध _ फा(क)., 
` ` त्वत क्क 7 ` (-च्मक्कद् सक) 


यर्टो भी यदिय=कष्नो य--कः से पि(य)- म पा(य)ोनि दोप 


होगा । मानो करि नाग रेने सें खच्धि = फलय) नो 


फ्य) _ = फी (य) फ(क,) 
(य--क)'प(्) दयक) फा(य) फा(क) (यक 
फि(क,) _ 
फा(क,) (य~) 


उदाहरण । २७ 


यो वार बार क्रिया करनेसेसीस्पणएटदो जायगा कि 


फ(य) 


त-क) इस का मान अनेक खण्ड भिन्नौ मे टा सकते है । 


से फए(क,) फि(कः) 
फा(कर (य-क,)>' काक) (य--कशेत 


फ(कः?) फि(कर) 
फा(कः?)' फा(कः) 


स्थिराङ्क दहै उस लिये दवं परक्रममे जो आ, का, का इत्यादि स्थिराङ् कस्पना 
किया हे बह ठीक है] इस प्रकार ज, कारका, इत्यादि को स्थिराङ् ठहराना मिद्टर 
दोमरशम काक्छ (101 [10111 था71 (० ) ने अपने चररादिकल्न 
(111९९2] (गा८्प।पऽ) मे लिखा हे । इख प्रकार अकरणीगत भिन्न को खण्ड 
भिन्नौकेसरूपमे खा सकते हे । 


जिनके सान क्रम 


इत्यादि है । यदो अत्यन्त स्पण्टद्ै कि इत्यादि 


इसी तरह यदि भ = (य--अ) (य--कः?) (य-ख.) रेसादो 
जट अर, क\, ख,, इत्यादि सव परस्पर भिन्न ओर सम्भाव्य संख्या हे 


व्‌ _ _ अः + कार @ खा 
भ यभस य-क९ य-खः 


हो फिर पूर्ववत्‌ सरूप समीकरण से आर, का खा, इन्यादि के मान जान 
खकते हो । 


+. फेला कल्पना कर सकते 


९५ । खाघव से भी आः, का, इत्यादि का मन निकाल सकते हो कल्पना 
~ ~ व फ(य) 
करो 

भ फा(य) 


फ(्य) _ आ, +_काः + ._ खा, 
फा(य) य-अः यकः य-खः 


इस लिये 


ओर फा(य) = (य--अर) (य--क). "तो 


[क 1 


+ 





फ(य) = आ, (य--क) (य- खः) 
+- का, (य~-भः) (य--ख!) + खा, (य--भः) (य--क,) .* + 
इस सरूप समीकरण मे चाहे य का मान जो मानो परन्तु समीकरण 
सत्य दी रटेगा उस लिये मानोकिय=अरती 
फ(अ,) = आ (भरकर) (अख) (१) 
क्योकि ओर खण्ड = ° 
परन्तु फा(य) = (य--अ) (य--कः) (य--खः) 


२८ चरयारिकटन 1 


इख लिये फा(य) = (यकः) (य --खः) + (य--अ,) (य--लः) 
+ (य--अ) (य- कः) + 

य के स्थान मे अ, का उत्थापन देने से । 

फी (अः) = (अ९-कः) (अख) 

इस लिये (१) समीकरण का रूप 

फ(अ.) = आ, फा(जर) " आ, = पम) 
फा(अः) 

खा, = फ(खः) इत्यादि । 


फा(के ` फा(खः) 


(१) उदादरण [व ताय इस का मान वतावो । 


८ = ५ 
यद्य भ्य --२१००्य + १५९ 


इसी तरह का, = एक). 


--५ 2 
= ५ य~ २५ + स 
य --प्धय + य -"य + 


=प्य+२५ + ज + ज 
सखमच्छेद्‌ करने से, -५य + १ = य(आः + का)-- (३१ + रकाः) 
इस लिये सरूप समीकरण से 
= आ+ काः, --१= आर + रका, 
= ९, का, = --१४, इस लिये 
(वि 


= [भय ताय + [२५ ताय + ९| ता --१४ | 


= य + २५ य + र्लखा(य-->)- १४खा(य-२) 
यह तेरहवे प्रक्रम की विधि से आया दे । 
१ प्रक्रम से निकाल्नादहोतो अभिन्न खण्डको शछमोड्‌ कर 


- "य +-९ ५ -"+य + : नअ ध क ५ 
य --भ्य+2 लवर ल्--3) काल्य यहा अ? = रकः = = 


फ(य) = --'"य + १, फा(य) = (च--२) (य-२) ओर 


प(य) = स्य टस दिये या, = फए(य,). = ५८२ + १-९-१९ 


उदाहरण । २९ 


फा(कः) २२५ १ 
फिर पूववत्‌ क्रिया कसे । 
देखो १५े प्रक्रम से केसा टाघव से आ, ओर का, का मान आया हे । 


(२) उ०। धि ४ त = न हे 
) उ क-ठल्््यत्तॐ य इसका मान जाननादहें। 
यहां अ = १, क! = -- २, ख९ = ३, फ(य) = यः + १ 


फा(य) = (य--१) (य + २) (य- २), 
फा(य) = (य +- २) (य-२) + (य--१) (य-२) + (य-) (य + २) 


इस लिये 





१ = -फ(ज) = भ = ~ . 

फा(ञः) २३ (--२) २ 
क फ (कर) = ९९ = 

फा(क,) (--२) (-५) | 

7 = फ(खल) ९ ि 
फा(ख.) २०८५ 

इन का उच्थापनदेनेसे 
य+ व 
ल्य--९) (य + २) (य-र२) य-२ ३ य+ २ य--१ 


| य +? 

(य--१) (य + २) (य-२) 

न्लखा(य-२)+ड३ेखा य~+>)-> खा य--१) 

१६ । पूवे भिन्न मे यदि फा(य) = (य--क.)न फि(य) पेसादहोतो 
पूववत्‌ कल्पना करो कि 


व॒. _फ(य)  __फ(य) काः +_ काः _ .. 
म॒ फाट्व) (व-कशेनफि(य) (्य-कणेन (यकन 
_कान_ शु फी(य) 

यकः फि(य) 


जो फी(य) यष्ट ओर खण्डभिन्नो का योग ह । 
फि(य) 


&० चरराशिकलटन । 


उपर के समीकरण में दोनो पक्षो को (य--कः)न से गुण दरेने से 


फ(य) _ य ५ ५ 
कर्य) = ® (य) = का९+ काः (य--कः) + का (यक) + 
फी(य) न 
+ क्वं य--क 
यके स्थान मे कः का उत्थापन देने से 
फ‰(कः) = काः 
| 
फकः) = का> 
त (कः) न= णर्‌ का 
५।१(क.) = २२ का. 
एव ९(कश) = [न--१ कान 


५ ¢ [४] ४ ५९ न 
(६) उदाहरण [ज ताय इसका मान जानना हे तो 


१य- +श्य +य +" _ _ श्य +र्य +७य+-५ = ~> 
------------- = ~-------------, इस लिये 
यहा यर पयः+ द्यः + य (य-२)(य+१) र 

श्य + ट्य + य॒ + 


क! = २२, न = ३, फि(य) = य + १। फनय) = य +र 
॥,  _ रेयय +श्८य+७ _ श्श्य ~+~द्य+-७य+५ 
फ^्य) = क ट्र 
५,(य) = द्ध्य 1 १८ २८२३ + १८य + ७) + २८९१ + ९्य + ७य +५) 
| य+ (य+ (य + १) 
~ ~ _ ११०८८९८ 4७०८२1५ _ ८८ + 3६ + १४ --५ 
इस लिये फ,(क९) = वर 
१४२ 
= -~-- = धमु, 
र = का 
_ २२०८४ 1-१८०८२ +७ __ १४२ _ १२२ +२६4७ _ ४ 
फ,(कर) = २4- १ ९ ३ ९ 


१७५ _ १५२ ५ _ , १४३ = ३८२ ~ का, 


[-- ० कम श का म ~ य जण शि 
न 


१५०  २(१२३२ + ३८ + ७9) + १४२० २ 





आओंर फ २(कः) = र्‌ द्द 
१२५० ~ ५ ~ न ९९२ २२९ -- 2११ ~+ २८६ द ८८ ध 2९२ न्क 
` २७ २७ २७ २ २७ २७ २८७ 


अभ्यास के छिये प्रदन । ७ 


इस लिये िन्न का रूपान्तर 


१७३ १ ३८२. १ २९२. १ 
(य-२)* ९ (य-श्ः २७ य-> 





व 
२ र 
तव 


१९ + स्य +७य + ५ 

“--५य- + द्य +ध्य--८ 
| ताय _ , ३८२ ( ताय ३ ताय ४. (_ ताय 

(य->२)* ९ .८ य--) य-२ २७८ य+ 


२९द 


ताय 





१४२ _ __ _ ३८२ 
६्(य--२) ९(य-२) 
१७ । यदि भिन्न के दर मे एक जोडा असम्भव रारि भी हो अर्थात्‌ - 
एक मान अ +क९८- र दो ओर दृखरा अ-ऋ\८--१ तो मानो कि 


खा(य-२) + -- काय +१) 


च _ फ(य). अआ! आः फी(य) 
भ॒ फा(य) य--(अ+क\८--र् य-(अ--क\८--र) पिय) 
> फौ८य) 


जहां क्ट ओर खण्डो का योग है तो समच्छेद्‌ करने से 


फ(य) = आ? { य--(अ--क९८--१) } परिय) 
+ आ. { य--(अ + क\८-- र) } फि८य) 
+ फौ(य) { य--(अ + क\८--र९) } { य-(अ--क\८-१) ¦ 
= { (आः + आपेय-(आ + आके + क(आश्-आ>)\^-- १ } फि(य) 
+ फी(य) { यस्य + अ +कः | 
अव यर्हा य के मान मे अ +क\८--र वा अ--क\८--ट का उत्थापन 
देने से स्पष्ट हे कि य--रभय +-अः +कः = ° 
अथात्‌ य--र्भय-(अ +कः) तव ऊपर के समीकरण का रूप 
फ(य)= { (आ, + आशोय-- (जाः + आरो + क(आ-आ)\८-६ } फि८य) (९) 
एेसा होगा । 
(९) इख मे वार वार यदि यके स्थान मे रअय-(अः+कः)का 
उत्थापन दो तो रपट हे कि अन्त मे दाय^+ध=दाय~+ध॑ देला स्वरूप 
होगा फिर इसमे य के स्थानम अ~+क\८- रवा अ--क\८--१९काउत्थापन देने 


[ 4 . 
से ओर असम्भान्य तथा खम्मान्य खंख्याओ के गुणक समान करने से दा ओर घ॑ 
६ 


४२ चटरारिकखन 


प्रकट हो जार्येगे इन पर से (आः+ आ) ओर (आः + आरो भी प्रकर हो 
जायंगे ! अथवा 
फ(य). आः, आ. फी(य) 
फा(य) - य--(अ + क\८-र) य-(अ--क\८--?) किय) 
आत्य-(आ,अ--आ.क\८- ट) + आस्य- (भारय + आएक\८--र) , फी 
--रेथय +-अ +कः फि्य) 


=---खाय~+गा _. + -फी(य). जदोयका गुणक ख है ओर थव 
य -र्अय~+अः~+क फि(य) 


रिट गा है । अव पूर्ववत्‌ समच्छेद्‌ करनेसे ओरय के समान घातो के गुणक 
समान करने से खा, ओर गा व्यक्त हो जायंगे । 





(९) उदाहरण | -ताय = दस का मान जानना हे। 


यहो ~ १ १ आ९ ~ ~+ र । 
अ+यः (अ+य)(अ-अय~य) य+अ य~-अय+3 
समच्छेद्‌ कर अंशा को रुप के तुस्य करने से 
१ = आ्य-अञाश्य + आश्य + खायः + अखाय ~+ गाय + गाथ 
= य(आ+- खा) + य(भखा + गा-अञ) + माम + गाम 
इस चि आः+खा=०। अखा+गा--अ आ, =०। 
१=अ (आश्य ~+ गा) 
अआः+अखा=-० [गा+र्अखा=-० गा=--र्अ खा 
गा-अ आ+अखा=-० आः=--खा 
अ आ = -- अखा ` १९ = अआ, अ + गा) = अ(-अखा-रअखा) 
= --२अखा 


= 
< 4 


; ओरगा=-२\अखा 





= =खा, अ" = घ 


रे 
इस लिये इनके उत्थापन से 


द 





य २ 
ताय ताय अ ठय 
~~ = । -------+- ।-----~-- ताय 
अ<+-यः 1 रेअ(य ~+) र | य-अय^+अ 


श ग अ 
= खा (्य + अ) -- ५ | ताय 
अ रय. य-अय~+अ 


अभ्यास के दिये प्रदन । ४३ 


श पर्य-भ-- अ 


श ० 
(कि (<: 1 ए््कन्डि 1 ताय 
द्रा (य +अ) त न य 


४ 
१ = | श्व 
इह ख (य + अ) दखः./ यर अवप अः क 
९ --र्भ _ ताय 


द दवम 
९. छा(य--अय + अर) + | = 
द क(य +) \ खा( (> ध 


॥। 











तः खाय +अ)- ला(य--अय + अ) 
| यदिठ=य-- ~. 
म्न्अ (य श) २. 
९ -- -->ला(य-सय + अ?) + स 
इ ख (य+ अ) ( 1 
९. -~\ स्य 
= दटख(य+अ)- खा(य--मय + अ) + १ स्प? र्य-- 
३ +> ५८३ र्म अद 


स्प ग्य--अ 


4 
= -~खा(य ~अ) -- लः खा(य--अय +अ) + 
इनस्य + अ) द ५८३ अ\८ इ 


वा, १ = आ!(य- भय + अ + (खाय + गा)(य + अ) इस मे यदि य = -अ 


इस का उत्थापन देने से 
इअः = य--अ य + अः + इअः (वाय ~+ गा) (य + अ) 
समद्योधन से देअखाय + गा) (य + अ) = सेअ + अय--यः 
दोनो पक्षो मेय का भाग देने से इअः (खाय +गा) = रम--य 


८ २अ-य ५ ति 
. खाय + गा = --ु्- इन पर से फिर पूर्वोक्त क्रिया कसो । 


अथवा इसी भरक्रम के (१) समीकरण से यहां 
फ(य) = १= { (आ? + आर}य--(आः + आरेञ + क(आ--आर)\८^- र } फि(य) 


= (खाय + गा) (य + अ) = खायः + गाय + अखाय + गा 
= खायः + (गा + अखाय + गोऽ 


८४ चरखराह्िकखन । 


खा(अय--अय) + (गा + अखा)य + गाञ्च = यगा + सअला) 
+ गाअ--अश्ला 
(यर्ो खा = आः + आः । गा = (आ, + आरेञ + क(आ-आ)\८- 
अ 1 अ\८३ ^^- 
अवय = न मानने से 


९ = _(अ+अ\८३ \८--र) _ 
८. 


(गा + २अखा) + गाञ--अश्ला । 
ल र (गा + र्अखा) + गाअ-अप्ला + ०९८३२५८ - ट्‌ (गा+ .अखा) 
२ 
सम्भाव्य ओर असम्भाव्य के गुणक को तुस्य करने से 


ध 
ह (गा + रअखा) + गाअ--अग्वा । गा + रेअखा = ° 


९ = गाअ-ज्खा ओर गा=-रअखा 
१ = गाभ-अखा =-२र्अजखा--अखा--२अखा 


„"खा=--- च्छः फिर अव पूवैवत्‌ क्रिय! करो । 


दि भिन्न के हर मे एक जोडा असम्भव मान त वार हो तो पूववत्‌ 
य) खातय + गात , खात-~्य ~+ गात, 
फा(्य) (य-दय+ध) (य -द्य+घतःः 
+ खाप्य +गा, ^ फी(य) 
य-दय +ध  फि(य) 
फा(य) = (य--दय + घ)तफि(य) देखा हा । फिर समच्छेद करने से 
फ(य) = (खानय + गान) फि(य) 
+ (खान्य + गात-९) (य --ढय + ध) फि(य) 
+ + (यदय + घ)तफी(य) (१) 
अव यददो य के स्थान मे उसके असम्भव मान का उत्थापन दो 
अ्थीत्‌ यदय +ध=०्केमानोतो 





{1 | “र 


एेसा मानने से 


(१) का टघुरूप 
फ(य) = (खान + गान) फि८य) 
यो ९७बे घक्रम से खात ओर गात का मान निकाल समन्तोधन करने से 
(९) समीकरण का सूप 


अभ्ग्रास के लिय पञ्न) 24 


फ(य) -- (खान + गान) फि(य) 
= (खान, + गान) (य --दय + घ) पिय) + -“ हुभा। 
यद सरूप समीकरण है ओर यहा टटिना पश्च य --दय +ध उससेनिन््ोष 
रोता है दस दिये वायो पन्न भी निःेप होगा कल्पना कसे कि भागवेनेसे 
टच्धि फः(य) दतो 
फ^(य) = (खान-, ~+ गान) फि(य) 
+ (खा-> + गान->) (य --दय + ध) फि(य) + (२) 
यहाँ भी यदि य-उय~+धन=०्ता(२)कास्प 
पफ\(य) = (वान, + गान) फि(य) टस से १७ प्रक्रमं से 
खान! ओर गान, निकार फिर समन्लोधन ओर य-य+धक्रा ठोना 
पर्षो मेँ भागदेनेसे वायं पक्न को फ (य) माननेसे ओरय--दय+घ = ०्करने 
सरे उसी प्रकार खान->, गान इत्यादि भी व्यक्त टो जायगे। 


क(य--२य-->) 
उदाहस्ण | --------------र- ताय उसका मान जाननादहेतो 
५१. (य +य +र) लं+ + 
यँ य --२य--२ = -खास्य+गा. ,. _खाध्य+गा, 
(य +य+९) (य+) (य +य +) य +य~+ः 
फी(य) 
(य + १) 


तव य-२य--२= (खा-य + गार) (य + १) 
+ (खाय + गाणे (य +य ~+१) (य+) +(य +य ~+ १) "पी(य). - (३) 
श्स मेयः +-य+१९=० करनेसे 
य--३य -- २= (खान्य +गाः) (य+१) 
= (खान्य + गा) (य +र्य +) 
य के स्थानमे-य-- १ का उस्थापनदेनेसे 
-- ध्य -- २= (खास्य+गा>) य 
= खा-्य + गाध्य = -- खास्य -- खाः + गार्य 
इस लिये -- ४ = गाः--खाः ओर -- २ = --खा- .' २= खा. ओर 
--- 9 = गार - खा-=गा--२ ` -१=गा 
(२) इनका उत्थापन देकर समशोधन करने से 
य-- ३य -- २- (देय -- १) (य + ९). 


छदि चदटखरारिकटन 1 


= (खाश्य + गार) (य +य +) य+) +य +य~+१) फौद्य) 
दोनो पक्षोमेयः+य+शकाभागदेनेसे 
--(र्य + १) = (खान्य +गाः)(य + ९) + (यः +य +श्फीय) ` @) 
फिर ञ्समेय +य -+१=० माननेसे 
--{रेय + १) = (खाध्य + गाछ(य + १) = (खात्य + गाः) (यः +य + १ +य) 
= (खान्य +गा?) य = -खा, (य + १) + गाश्य । 
इस लिये-२ = -खा° + गा? ओर -१९ =-- खा, १=खाः भौर 
--२=गा९ अव (४) मे इनका उत्थापन दे खमद्योधन कर यः +य +! 
का भाग देने से - (य-९) = फी(य) 


फो) __ य--९ __ य +१ २ 
चित्य +र) (य + १) (य + १). ४ (य +). 
१ २ 


यङ! ल्म्छः 
तव 


य'--उय--२ 1 रेय--१ 


य-२ रताय ध ताय 

ध अ 1 

+| +य + (य ~+ १) य +९ 
यदो वारहे क्रम से सव का मान जान सकते हो पटे खण्ड का 


यदि मान व्यक्त दहो तो। पटे का मान जानने के लिये पटे मानो कि 


र 


[त्न इस क्रा माच जाननाडह्‌ ता 








ता 
हर +अ)ेन अ दए +अयीन अ (र+अ) न 
१. रतारर 
अ (र~+अ)) 
(4 / २रतारर 
परन्तु खण्ड चदखानयन से 
न्‌ नय स्ट + स्न 
स 0, 
खय (नर्‌) (र +अ)7' अः २(न-र)./ (र ~+म) 
तार २ र च 
डस ल्यि | = -- ---- -------न 
द्र +अ)7 अ (न~?) (र +अक 


अभ्यास के लिये पदन । 2७ 


९ प्न तार 
ञं युन-र./ -त्त्प ग्नेन" अ) 
दस (अ) सिद्धान्त को अच्छी तरह से सीखो । 


~+ _ २ेय--? २(य--3) 
उदाहरण म ------- = त्वक्षू 
| स धय +य +र) य +य +१) 


_ (स्य + १--१---ड) ~ _ (रय + ९) ६ ॥ 
(य +य +) (य +य ~+) (य +य + १). 


२य--र 
(य +य +र) 


= ॐ र ति-- _ तय वि 
= [दव + १) ताय (यः+य+९) -9 ॥ ल्प्य 


इ 
२ 


। इस दिये ताय 


0 | ललक ~ । 
` य+य~+र (य +य +र) 
ताय ताय तार १ 
त्य +य +) न= {ल ^+कोः+इ{- न= ` द्ल्कक् य र = यं ४४ क 
य ~य +१) {(+) +ड); र'+अ , यदि 
ओर इ=ओः 


(अ) सिद्धान्त से 


स्य 
२(र + अ) 


ताय छ तार 
4 य +य +). (र +अ) 


तार 
+न | -तवल प 


य 1.4 ॥। प. (म 
3 > 


_ १. य२्य-१९ , + ४ ताय_ १ ._स्य+१९ 3 _ > स्प? -स्य+९ 
-उ य+य+१९ उ ज याय + -य~+य+१९ - ५८३ ५८३ 
8 1 (1 
य +य+१९ य~+य+१९ यय +१९ य~-य~+९ ्य~+य-+१ 
इसलिये 
य--२ _ | २ & | ताय 
-------ताय = २ | (खय + १)ताय - (यः + य ~+ १)-  । ------- 
1 क्त ( ९) ॥ 2३ य +य~+श 
२ स्य 
= ऽखा(य्+-य + - | रः = लाय. +य + १)-९.-- स्प- ~य * 
खय + य ~+ १)-- सवद २खयः +य + १)-र ष र स 


--ताय_ ~ २, ओर (ताय _ त करने से 
ए = । जोर [= भ लाय + १) इन सवको इकडा करने से 


४८ चखराटिकटन । 




















२ य--? 
(य +य +र) ५ 
~ ए 3 व = ५ र्‌ स्प र्य-+१ 
सय +य+१) ` य~+य+१ पल «३ 
1 य--२ ५ रस्प' रय +श 
य +य +र < 4/2 
रताय __ .._२ 
(य + १) य+ 
ताय 
 - ~ 
|| तखन लाय +१) 
इख लिये 
र२ेय--? 1 य--२ रताय | ताय 
त्सय तय + | ----- ताय + {~< -~ ( ~ 
(य +य+१९ यः+च दनय (हवा च+१ 
भ 
सव्य ~+य+९) `य +य+१९ ३ ९२ कञ् 
२ 
प (य'+य+१)- ---- 
खाय +य +) दरस (य + १) । 
तार ~ अताप्र 
तट + अरनं इस मे यदिअ स्पप=र तो---- = तार 
| र +अन ४ ध 
जर (र'+अ) = अरपप+अं ~अ (केप) = ----- 
कोञ्याप 
इस दिये रत त = [त - | अ ताप कोज्या्प 
(र अ ) > नक्तो प 
कोज्या ॥| | ञ्या 
कोल्याप 
= == [ तापकतज्या क्ट 
_ ज्याप म~य + म~ मप + (मरमम -3)कोरयाम- 1 
ज्याम-प्प + ---कोञ्याम-"प + >-------- प+ 
मय 1 को | २ ४४ (म- (म-४ क्र या || 


(म--र) (म ->) (म--*). ९ 
+ 7-'म(म--२) (म-८) २ 


१२दे धक्रम के १५ वे उदाहरण की विधि से। यदहो ्न--२=म। 


=, तार 
वस तग् सेमी | टूट ‡ अलेन असक मान जान खकते हो । 


अभ्यास के लिये प्रन! ५९ 


२९ । उपरर के प्रक्रमासे स्पे कि किसी अकरणीगत भिन्न सम्बन्ध 
के चद्धानश्नकरे टियेजो खण्ड मिच्च क्रिये गये हे उनका चार प्रकार 
कारूपहोतादै 

क 

अ (य--कर)" 


(२) (खाय ~+गा)नाय =. 
“ य --र्यन्य+अः +कः (य--अ>) +कः 


( 2 ) नय ,। ग्र न ज , 


८ ॥ 


---------- ताय इनम र), ॐ) का चलानयन ता 
¡-नः) व्रतत मे (£), (छ, काचला 


प्रहे कर आये है गा चौश्रा उसको यदि 


च्य +ज१ चभ्य--चगः + चग, + ज, 
(य--गर) +घ्रः , ¦ (य~-गर) +-घः , "+ 


च,(य--गणेनाय चश्ग,+ ज, 


कः "~--------------5 य 


१ ्व-क) +य {ल्मः +वःःय 
यहा पदे खण्ड का चट पिच्छटे प्रक्रमो से स्प्टदहेकति 


हर्द 
सल) र (्व-मम)े लष ग् [स 


दूसर खण्डर्मयदिय-गः=र ता 


चर्गः+जः व स्थितार 
 य-ग,) +घः . “ (र +घः) 


(थ) सिद्धान्त से स्पष्ट. यहां चग, +ज! = स्थि। 
सवदन चार्गे मदा के चट से धकररणीगत सिन्न सम्बन्ध का चदानयरन 
कर सकते) 


म ताय ताय 





। इसका मान १८ घक्रम क 





२०1 ऊपर के प्राग्‌ कर वल से अनक चन्दानयन च्रं सक्त डा। जैस यद्धि 


| ए ताय षरसका मान जाननासाना यदिर=य ना तार = स्यनाय 
फलय ) 
तार >. ( फ). फ(र) 
स्व व्ययि ताय यार | ------ अय गरटांयदिरक्रः 
स्य पत्य) कह) +. 


रने सस्मच र परस्पर मिन्नहाना रण्ड {विन्न क्ट मान 


„730 र प्( ट ध च) 
ध. " ------- = ८५) ------ म्ना टसा जटाश्चरगर क्त क्लड्‌मानर। 
पम(लर) र -दद त्व.) च ~~, 
+ 78 मनाग्‌ ट ` नाय 
श्ग्दपर स | स.(,) नाय (ध) | ना ~ 
५ पम्‌ यै ) गं ~ पनन ६ ) श्र ~र, 
५1 


० चखयशिकलन । 


व ताय 
यहां चाहे अ\ चनात्मक वा ऋणात्मक हो १२बे प्रक्रम से | ज का 
~~ जना क १ 


मामन जान सकते हो । 
यदि रके मानमये पक जोड़ा असम्भाव्य रादि हो जिनका मान 
अ + क\८-्‌ ओर अ--क\८-र हो तो इनके वरा से खण्ड भिन्न सवंध का मान 


स = व , जहां ग = अं + कः । यहां यदि 


(खायः + गताय 
५-रगयच्कोज्यारइ + गः 


(खायः + गा)ताय 
(य्य ग कोज्याईइ + ग) (य + स्य\८ ग काञ्याई + ग) 


इस लिये पूववत्‌ करपना करो कि 





अ = गकोञ्यारड तो इस भिन्न का रूप = 








खायः+गा- = खास्य + गा, 
यरय गक्रो्यारद्‌ + ग य-२य\९८ ग कोच्याटह + ग 
गा € 
----अष्य + ~ उस पर से पूर्ववत्‌ स्पष्ट हे कि 
यः+ २य\८ ग कोञ्याई्‌ + ग 
ग्‌ 
ला, = --ख( =-लाग--गा , गाः = गा. । इनका उत्थापन उपर के 
<गःकोञ्याद्‌ 


खण्ड भिन्नो मे देने से ओर भोड़ा सा परिवत्तंन करने से 


(लाय + गा) ताय _ _खाग--गा टा [ य --स्य\८ग कोञ्याद्‌ + ग | 
य रजय +ग <गन्कोस्याड य +२रय\८ ग कोञ्याई +ग 
५ खाग+गा +गा स्प" स्य\८/ ग च्या | 
छगर्ञ्याद्‌ ५. 
ताय 


२१९ यदि द्-जम््- क्न इस का चछ जाननादोतो इसे खण्ड 
भिन्ना के रूपम नला करमी नीचे की युक्ति से सटजमे चट मान 


जान सक्ते दो। 


कर्पना करा कि य-अ=(य-क्र)र तो य= ह्र 
१--र 
अ = उ--क 
य ५ यअ--क न र आर ताय ~ +त = ऊपर फेमान 





उदाहरण । ५१ 
मे द $ ---\म~+न- 

मे रनक उत्थापन दर से | त = | स्-न्ल्त तार 

इस का मान अव ह्ियुक्पदसिद्धान्त से सहज मे जान सक्ते हो 


जैसे ॥ "व - योम = १ न = २५म + न-> = २ म + न-१ = 
चि ताय (१--रः)म+न-- ` (१-र). 
इस टि १ ----------~ = ललन --करमय्नत र = 1 --~तार 
+. (य--अ)(य-क)* / र^(अ--क) ॥ र(अ-- क). 


~ (९--रर +र ५... च ष 
= । ------~ तार = त्नः लार--रर +~ -दइसमेर के स्थानम 
| र्म--क ° ध (^~ 


यअ रेने भ व 
नर का उत्थापन देनेसेयके रूपमे उपर का चल सिद्ध दौ जायगा । 





यरो यदि अ =क नो उपर के सिद्धान्त का व्यभिचार होगा । 


स्म्‌ 
2२ व दस के चद्ानयन के लिये जदो म यर न अभिन्न 


संख्या हे ओर य = न 


मानो किं अ+गयः=र तो तार = स्गयताय `. ताय ल्ल | 
इन का उत्थापनदेनेसे 


य 'ताय _ यम्>यताय _यम तार _ (य) तार 
(अन+गय)+ र ` रगरा सगर 


~अ म्‌ [९ 9 {> 
८ वर यह एेसे रूप मे आ गया जिसका चर हियुक्पद- 


सिद्धान्त से खा सक्ते हो । 
4. ~. फ़(य) यताय 
र की यक्ति से स्पष्ट है कि--(--त इष का चानयनं 
उपर की युक्ति से स्पष्ट हे लने इत का चानय भी 
अत्यन्त सुगम है यदि फ(य) मे यः का कोड अभिन्न दी घातदहोतो। 
ताय 1 लैर अरि 
२३ । ह के चलानयन के लिये जहां न धन ओर अभिन्न दै 
मानो किं यन--१ = ० इस समीकरण से य का एक असम्भव मान अर है 
तो दूसग असम्भव मान अरः यह होगा यदो 


श्र १ ---- 
अ= कोज्या त + ज्या -©१\८-- है 


५२ चदडरारिकलन । 


८ चखनकलटन का ८<वों धक्रम देखो वा उमादई्वर का सिद्धान्त ) जह 
तकामान १, २, ३ इत्यादि घन संख्या है । 
यदहो १७बे प्रक्रम से यन--१ इस के एक खण्ड भिन्न का मान जव 


श र अर 
५ ` नन ्य-अ^) नन (्य-अ>) 
अ नि (१ (कुः 
= ~ थह होगा ओर दूसरे का ---------ह यद 
न(व--अ) ई न(य--अः ^) 
जहां य = अ~? इन दोनो खण्डमिच्नौ का योग करनेसे 
-र 
० | 
न |॥य--अ. य-- अः 
4 (अर ४ अः प) यख २ पः 
= नि दि किय ससा ह आ | 
न --(अर अर फेय +१ 


इस मे अ> + अ~ = के स्थान मे रकोञ्या 





म करा उत्थापन देने से 


कु 

आर गतः ~. ष मानने से योग = र्‌ ---------- यकोज्याप-- फेला दोगा 
न य--रयको्याप +-१ 

निस का चल १२बे प्रक्रम के १०बे उदाहरण से 


सोध्याप ला ( १--स्यकोज्याप +य) 


न ठ्या 


_ -रज्याप स्प [ य--कोञ्याप ] ततन) 


यान के सम ओर विपम के वशसेदो भेद दोगे। 
(९ मानो कि न = रम । इस स्थिति मे यन--१ = य म--१ = ०इसमेय 
क्रे दो मान + १,--१ ये सम्भव गे, उस लिये 
ताय ट्‌ य~ 
ग खा ~~~ 
अम स्म अ+ 


4 [> "स त 
+ -- से गुणि ञ्य(---- टा (१-- र्य कोस्या-- +य) 
स से गुणित कोज्या खा (ट--स्य कोज्या 


नके मानजोतके स्थानम \ से खे म--? तकर उत्थापन देने से 
टा ओर उसमे 


८ शरि प == त्‌ क्म्या न न 
---~से गुणत स्या म स्प" मः | टन के मान 
+ ज्या 


उदाहरण । 


नोतके स्थानम से ठे म-र तक उत्थापनदेनेसरेहो) 


यहा व के स्थानमे१,२, -म-१ इनका उत्थापनदेने सेजो मान 
हौ उन का योग क्रम से यौ कोउयाद्ल्खा ( १--२ य कोजञ्याद्ः +य) ओर 


यौ ज्या दुरस्प [| मानो तो ऊपर का समीकरण 





व्याग" 
|| ताव य 
य^--९ र्म य~ 
४ ख यौ कोज्याठ्रछा (१--स्य कोञ्याश्ज +य) 
= प ~~ क्तोज्य त्‌ ः 
= योज्याद्नः स्प नत्र । |] * “ (१) 
म ज्या 


(२) कस्पना कसे कि न =-२म+श१्तो 


| -व _. खा(य-१) 


य "+ पर्म~+ष 




















१ = पत 
+ यौ कोञ्या रा रयकोञपा + यर्‌ 
स्म+ `` श्छ ८१ ४ ₹ | 
-- ज्योज्या-जन स्प [1 --~ | 
ज्या > 
य्होयो का मानतकेस्थानमे१,२,३ म का उत्थापन देने 
से जानो! 
म-१ 
२४। (यम ष्ताय 


यन र्‌ इस का मान जानना हो जर्हा म, नसे छोटा 


है तो यद्यो भी पटे के णेखी क्रिया करने से एक खण्ड भिन्न का मान 


अम | 04 
------- यह 
न अत यअ) नद्यस. 
1 र ५८ ॐ छ 
--------र- यह रोगा यहां भी अ-, अ-ः 
ओर दूखया तलवद्‌ यद द्येगा यद्या नी अर › ज ' दोन य को 


कोई एक जोड़ा अ्तम्भव मान है । इस लिये दोनों खण्ड भिन्नो का 
अ {21 म्‌ 
३ = १ र अर | 
ग 9 0 1 
योग करने से त 


य(अर + अ~ म)-(अ-' + अ (म -)) 
--य(भ्‌+ अ~) + १ 





1 


५ 


५८ चररयारिकटन । 


यकोज्यामप्--कोञ्या (म--१)ष 
य--रयकोञ्याष + १ 





[९ 
श अ 
= यह्‌ हुआ । 


4 9 ^ [क्य क [१ 
जाप = य । यहो चिकोणमिति से यदि कोठ्या ( म--ए्ेपका मान 


कोञ्यामप कोञ्याप्र +ज्यामष ज्याप्र इस रूप मे ठे आवो तो ची मान 
२ यकोज्यामप--कोस्यामपकोज्याप--ज्यामपञ्याप 





श य--रयकोज्याप + १ 
= १ { (्य--खोल्यापोकोल्यप्मप _ --उ्याभप ञ्याप \ 
४ य यकोचज्यापर + ९ य--कोस्याप) +च्याप 


पेखा हा इस छिये श्च परक्रमसे 


म~? 
| पवन = यो कोञ्यामप खा(य--स्यकरोञ्याप + १) 


-- 3 यौल्यामप स्प" | व-कयाप + 3 छा (य-१) + (-ग्टाल + 


यदि नसमदहोज्टोयौकामानतके स्थानमेष्सरेढे त --१ तक 
उत्थापन देने से हे। 


म-१ [5 
पनत दख के मानमे ससम्भवके वासे जो खण्ड चले 


८१ 


उन को पहर ढो खण्डोमे छिखादहै ओर सम्भव के दो चट अन्त मे 


योकिन कामान समदहोनेसेय-? = ०्इसमेयका पक मान ~+ १ 
रा -२ दो सम्भव आतेदै ओर भिन्नकामान 


2१ 


कोञ्याप्रपय--कोज्याप)--ञ्यामप्ज्याप 
--र्यकेर्याप + 
ओर यदिन घिपमदो तो य--१=० इसमेय का एक दीं सम्भाव्य 
मान~+शहोगा, उस लिये भिन्न का मान 
= _ १ + रयौ कोञ्यामव(य--कोञ्याप)--ज्यामपल्याध 
प य--र्यकोल्याप + १ 


(-१)य 
= नेक) ॥ नल्वः नया 


यह दोगा 


तव पले के एेखा 
य 'ताय 
[अनवय = नखा (य~) + > यौकोञ्यामप्ा(य -स्यकोस्याय + १) 


२ ~? | य--कोज्याप | श ~ 
-- ~ याल्यामपस्प | --- केस्थानम 
क त यर्टोत केर 


उदाहरण । ५५ 


१, से ठ्‌ तक का उत्थापन देने सरे यौ का मान जानना । 





म~ १ 
२५। | चन इस का मान जानना दहो जर्हौँमन से छोरा 


हैतोयदिनसमदहोतो यन +! =° इसमे यका कोई सम्भव 
मान न आवेगा इस लिये एक सम्भव मान यदि अः 

१ 
= कोज्या » + ज्या\.८-र ओर दसय अ- ` = --------------- 

४ कौञ्यां + ज्या, - 

= कोठ्या ₹ -- ज्या २\८- र मानो तो एक खण्ड भिन्न का मान 
अर -न(य--अ->) न(य--अ-) न(य-अः-) 
यह हुआ चस लिये कोड दो मानोकायोग 
कोज्यामप(य--कोञ्याष)--ज्मामपञ्याप 


= -- > जरां 
५ --रयकोञ्याप + १ 

तव पूरवैप्रकार के एेसा । 
यम- {ताय १ > ~ 4 
------- = -- ~ योकोञ्यापपखा (य--रयकोस्य 

| छत न योकोञ्यामपरला (य --स्यकोज्याप + १) 
न ष्पः नि प्र ५ मे 

~. योज्यामप स्प -व कथा जोत के स्थानमें र, द, ५, 
नं उयाष 


७. न--९ का उत्थापन दे कर यौ का मान जानना होगा । 
ओर यदि नविषमदहोतो यन +१=० इसमेयका एक मान 
--१ यदह सम्भाव्य होगा इस लिये 


यम-घताय _ (२) 

--.--- सा(य + 

| यतन + न ८ ) 

योरयामप स्प य --कोज्याप 
ज्याप 

यह दोगा ज्होन के स्थानम १,२५ न-२का उत्थान देकर 

यौ का मान जानना हे। 


१ योकोज्यामपख(्य---स्यकोज्याप + १) + 


रद फ़(य) इस का मान खण्ड न्च म जयन हा जह्य 


फ(य) = ग० + गश्य + गस्य + * ˆ ~+ गम-्यग-' जहो न सेम छोरा 
है वा समान । 
तोनकेसम मान मे य-१९=-० इसमेय = +१,-्येदो 


त्व 
| 


चखराशिकटन । 


9 


मान खम्भाव्य है ओर असम्भव मान मे कोई एक जोड़ का मान अर, _ 
अः? मानो तो इन दोनो सें उत्पन्न खण्ड भिन्न क्रमसे 

अनफ(अ-) अर 'फ(अ-?) 
न(य--अर) न(य--अःः) 


~ १ _ { अर्फ(अर) + अ फ(अ- } य-- { फ(अः) + फ(य- °) | 
न 4 --(अ> + अय +? 


परन्तु अ> = कोज्या =: + ज्याः \८- 


र होगे, इन दोनो का योग 


अ; = कोञया चुः -- उ्या ०.८ 

फ(अ-) = ग०+ ग, अ< + ग> अः + ग अ. + 
अ-फ(अर२) = ग० अ~ + ग! अ?+- गअ? + ग॒ अ+ 
अर फः) = ग० अ+ ग, अरः + ग. अ१्+- ग॒ अ+ 
इस लिये अरफ(अर) + अ-"फ(अ-?) 

= रगण्कोद्याप + रगरकोज्यारप + + रगम-गकोज्यासप 
ओर फ(अ>) + फ(अ) = रग० + गकोज्याप + ग-कोज्यारप -- 

+ रगम-कोज्या (म--र्)प 


ल) ~) 9: 
ख~ न य ¬+-१ न य--९ 


^ उ यो(ग.कोज्याप+ _ + गम--कोञ्यामपय 
---श्यकोस्याप + १ 
यौ { ग०+ गकोञ्याप + _ + गम--कोज्या(म--रप ¦ 
य -रयकोल्याप+१ 

यर्होतत के स्थानमे १, २ च्छक उत्थापन देकरयोौ का मान जानना। 
यदिन विपमहोततो यन--१=०इसमेयकाप्क दी + ध्मान सम्भाव्य दोगा 
इस लिये ऊपर के मान मे पटला खण्ड क्ेड्‌ देना चाहिये ओर त के स्थान 

मर,२, का उत्थापननकर यौ का मान टे आना चादहिये। 
फ(य) 
४4 
उपर क्री युक्ति से खा सक्ते दो विगेप उतना द्यी हैकि अ, का 
मान कोज्या + ज्या \८- ६ यद कल्पना करना चाहिये जो त के स्थान 


२७ । इसी प्रकार यदि इस का रूप खण्डभिन्नोमे टानादोतो 





म १,३,* “न~ १ इत्यादि का उत्थापन दना चाचिये यदिन समदा 
ओर यदिनविपमहोना,३,५,.- -न--२का। 


उदाहरण । ५ 


२८ 1 इस प्रक्रम में क्रिया समेत कुछ उदाहरणा को दिखा कर इस 
अध्याय को समाप्त करते ह । 


(९) उदा० ॥॥ य तान _ दूसकाक्या मान हे। 


यदहो स्वे प्रकरमसे५=र्म+१९ म=२। न=-२)ग=--१्ओरअ के 
स्थान मे अश्र (अ--य) के स्थानम रका उत्थापन देने से। 
य"ताय 1 (र--अ)गतार _ ( (र-भ) 
ि ष्पः तार्‌ 
(अ--य) रंगर र्ग 
णः अ ~ र ६ 
= [५ तार = --~ | तार--स् ॥ त | तारर 
रगःर रग र 
= -{ - | र--रअलार-- ॐ | 
रग 
1 
= -- > | अ --य -२अ लाअ -य ) - ---- | 
| य ( ) सः 
1 ४ [ष्‌ क. 
--- --- + य. + अःछा(भ--यः) । स्थिराङ्क- को छोड देने से 
(अ--य) ४ 


यही उत्तर दुभा । 





(२) उढा० || चर इस का क्या मान दहे। 


यहो २३ परक्रम फे प्रथम समीरण से 
४ म=२आरतकेस्थानमे ९ का उत्थापनदैनेसे 
ताय १ य--१ 
| य“-९ रम य+ 
उपर प्रोकोज्यार् ठा (य--र्यकोज्याङः + १) 


योस्या तग 4 य--कोज्यात्य 
--भयोज्याष्न स्प { 
ज्याम्‌ 





९. + 3 कोज्या ट खा (य--रकोज्या २ + १) 


य--कोञ्याः | 


--२ ज्यार्स्पः 7 
र ज्याः 





~ ~ ~ दे स्पध्य= [च यदी उत्तर हआ । 


५५८ चरखयािकटन । 





(३) उदा० || 7 इस कांक्यामानटे। 


यहो भी रवे भ्रकरमसेन=-६) म=३थओरतके स्थानम, २ का उत्था 
पन देने सेक्योकियर्न्म - १ 
योकोञ्या तुर छा (य--स्यकोञ्या व? + १) 
= कोज्या 5 खा (य--स्यकोञ्या उ+ १) 
+ कोज्या = छा (य--रयकोज्या ङु- + ९) 
= खा(व-य+१)->खा(यः+य-+१) 


--कोज्यावू? 
जोर योज्या ट स्प ९ | वजया 
व्याञ्ज 
--कोस्या? वि कि ^ त 
=व्यास्पः | न्स +ज्या स च-कोव्या 
क ज्या 
= ८२ स्प [स ९1, \८३ स्प-[स्य + १ 
५८३ 3: - 


इन सव क! (१) मे उत्थापन देने से 
ताय ~ 1 क । 
~ १ = द खद खा्य-य + १)-लाल्यः+य+१) 


¬ | ध्व ६ |+-स्पः | +£ | यदी उत्तर हुम । 
स ५८ ३ ` ५८ २ 


(७) उदा० [वट उस काक्या माने) 


यो २३बे प्रकम के (२) समीकरण से न =३। म = १ ओरत=१। तव 











ताय खा(य--) 
` यमन्-द्‌ रमर 
तु अको 
+ सतह योकोज्यान्ष्तखा (१--रकोज्या तव +य) 
( य व | 
~~ योज्या 5 २१२ | न 
रम + रम्‌+ ञ्य त्‌ 
म + ञ्या 
~ ला(य--र) 


लं +> कार्या अ दा (९-र्यकोच्या ~य) 


-- ३ य्या ॐ स्प-' [ य-कोल्याञ- 
# ञ्य | 


अभ्यास के लिये प्ररन। ५९ 


© [ ग्ध्य + १ 
= ड खा(य-१)- > ला(९+य +य = स्प | = 
\८३ \^ ३ 
् (य-१) १ -? | र्य +र 
स, च ----~ ~~ - स्व ---- 
म क्च ९३ १.३ 





(५) उदा० । -य _ न इसका मान क्या होगा । 


यों र्वे भक्रम सेम =५।न=६त=१,२। प = के = ह, =, तव 


1 य “ताय खा(य-१) + (-) 
यन न 





खा(्य+र) 
‡ योकोऽ्यामपदा (य - स्यकोज्याप + १) 


२ योऽ 2 य नः कोर ज्द्राप ॥ 
क [स- ज्या म्‌ प्र स्प 


र सव) क) +र 1 कोऽ या. का(य^-रयकोज्या ट + १) ॥ 





इ ५ 
+ २ 1 कोज्या +> °ला (य स्यकोज्या £ १) | 


भ 1 व्या ५०८२ । या >| 1 
॥ ज्या 
ध \ > 7८ ~! { य-कोल्या2 
पि स्प याण 
४ ला (यय + १)- रखा(य +य ~+) 
ष य + १ न 


द्भ {स्प [ ्य-१ | 4. | ग्य + न ॥। 


य~... ॥ | १ [ख्‌ + ९ 
यन्न + कन्या: स्प + स्प --- 
\८ । 





+ र + ~ 
यदी उत्तर इभा | 
९, 
(दे) उद्‌० || चप इसका क्या मान है । 


यर्दो भी २ वे पक्रमसेम=४।न=५। त ९, २, प = ९ , ग इस लिये 


1१, 


० चखरारिकटन । 


म~ 
५ य-ताय _ खात्व-९) ९ 


दन? छं योकोञ्यामपला(य-स्यकोञ्या + ९) 


2 -! [ वकचा 
न य्ल्यापच्र स्प [र 


~ खाय) 
५ 


+को 


१ 9 3 त्र 
ग 1 कोञ्य्रा < स(य-स्यकोज्या ॐ + १) 








५१87 
# 





-स्थकोज्या् +१) | 


-चमोल्या२् त 9 ~ 
व 1 ज्या ह [ य-कोज्या ] +ज्या-ग् स्प _ य~कोज्या श 


ज्या~ ज्या. 


= सव) + ‡ { ज्या१८खा (य-स्यकोञ्याऊ२ + ६) } 


-- 2 { कोज्यारेदेला(य' + र्यञ्याचथ + ९) } 


। 


+ ख(य--९) + स र -- सर्यकोञ्या७२ + १) । 


¢ ॥ 


यार स्यारेद 


ज्याष्य [~ ५ > 
~< ] रकोल्या९८खा(य + यज्या + ९) | 


(६ „ [ ध ते > ० = कोल्या (व 
रकोस्या९८ १ य व + रज्या <स्प-| य + थ 


स्यरा७र सउग्रारद 


~ यदी उत्तर इ) 





(७) यदा० || ध य इसका च्या मानै । 


यद रवे प्रक्रम सेन=-६1म=५, त=१९,३,५ ओरप= ङ्द 
म छ 
इस लिये न 2 यौकोञ्यामपखा(य --स्यकोञयाप + १) 


3 यौस्यामध स्प~' [2 काम | {3 ताय 
+ ॐ योल्यामपर त र 


न ॥ कोञ्या य [म | + ज्या स्प योनय + कोज्या 


|| 


६] 


| 


अभ्यासं के दिये प्रदन ) ६१ 


२ { कोज्याश्रला(य-स्यकरोज्याः + १) + कोञ्याूखा(य-स्यकोज्या + १) 
+ कोज्या खा(य-स्यकोस्या @ +१) } 


| न त्रा 
८ ५५ य-कोञ्या |] श ग कया | 
ज्या स्प वक-- र ञ्या-ह- स्प व्यत | 


१११ 
+ ज्या स्प | ध--कोज्या | | 


_ ५३ श _ ५३ त ८ 
= { ५ यद + ९) इ -क(य + य/३ + १) 


+३ {दस्य [न | स्वस्य | र 
= ३ [स (यइ) +स्य + (खय ५५८३) } 


स्पष्य, ९ य --य\८३ -+- १ 
धु ~ 
०९८२ य ~+य\८ दे +र 


(८) उद्‌ा० [२ तान दसका कया मान ह । 


यही उत्तर इञ । 





द 
यहा भी रधवे प्रक्रमसेन=५1म=७।त=१,३। पर=, ॐ 
इस लिये 
म~ म प  . 
[ शल 4 5 काल्य-१) --. योकोर्यामपलखा(य~रयकोल्याप + १) 


+ इयोज्यामष स्पध य कोचयाप | य'ताय 
उ्याप 


= -खा(य--र) 1 कोज्या खाय स्यकोल्या <+) 


+ कोज्या *२~खा(यः-रयकोल्या ॐ- + १) | 


ध - गको्यार | व [ग कोञ्या | } 
ध { व ॥ वा 1 य (क 

खा 1 ग्करटः © वि 6 
अ ४ | +र { कोव्यारदखः(य--स्यकोल्या ३६ + १) 


-- कोज्या ७रखा (यः + रयकोञ्या७र + १) 1 


१ १॥ 
९) 


चटरदिकडन । 


+ ३ 1 उया३द स्प | यकोनयारः + ज्याञर स्प ८ [ स जवा | ॥ 
ज्याददे ञ्या७२ 

_ _ खाय) 

= ` 


+ च खा(प्र -स्यकोञ्यारदे ५ ९)-रञ्यारदेला(य' शः र्यकोज्याऽर र त 


॥ 


ज्याद६ | _ \ | य~कोञया२दे ९ ञ्याऽर 

+ र्ल्यारद (कि ष [न्स थ | + सकोञ्या६ स्प-4| य + कोज्या २ || 
४ 8 ज्यारेद ज्या७२ 

यदी उत्तर इआ । 

(९) उदा० £ ह ताय इसरकाक्या मान दोगा। 

यहो रद्वे परक्रम से ग. = २। गः\= ०1 गर= १। ए(य) = २ यः। न =६ 
ओर, त= १, २1 प= ङश इस लिये 
फ(य). _ फ(-१) (९) ' , फ८९) ९. 











य~ न य+ न॒ य-९ 
+ ड यो(ग.कोज्याप + + गम-+कोज्यामप)य 
-र्यकोल्याप + ९ 
यौ { ग. + गःकोञ्याप + + गम-कोञ्या(म-र)प } 
-र्यकौज्याप + 
च्य ~+ ्य-१९ ~ -म्यकोज्या ~+ १ 
+ १ (रकोज्या-+ कोठ्या^--)य-२-कोज्या्- 
र य-स्यकोञ्या-&- + ९ 
= 3. १-9.१+ १ -(-शोव-२ + + 3५९1 य+ 
> य-प = प्रप य ग-त्र + 4 य +य ~+ 
31 
= य~ = य+ य य~ श यं +-य ~+ १ यर 
लिय २५य य~? ताय | त्र 
सदि र नाय =२खा--~-९ [= -- । ----- 
प य र्‌ =“ चद > चच र म्‌ य +-ग्र+( 
-9 (4 -? 
~ क लखा य-- ^. >~, ४ स्प? ठ्य ~+ १ १ पए ९य- 


ट = ~~~ ~= 
९ 8 ९८३ ९८३ \८३ 


अभ्यास के लिये प्रन । द 


=२ला 9. 0 3 [ -१ र्य + स्प? ग्य £| 
य+१९ ५८३ ब्‌ 

यही उत्तर हा । 

इस तरह से विद्याधथियो को चाहिये कि उदाहरणा के रूप के अचु लार जयं 
जिस परक्रम का प्रयोजन पड़ उसे अच्छी तरह से समञ्च कर चलराशिका 
मान े आवें । 

अम्यास के लिये प्रन । 
सिद्ध क्योकि 


ग्य + (य~) ___ २ 
खाय । 
र 1 -त चस्य वच द्वन्द १ 
२ र = { ६ | < - } 
| [जनयन द ताय गन्खा (य-र)"(य + ३) खा + य-९) 
२1 लव) वाय = {9 
ऽय^ताय +^ य 
-स [2] +\/३ (ख) 
। | यय १२ ख [ जम +, 
दताय (य-१) - 1 प्य 
५। नष्ट २ प ` ---- 
र्‌ = यद्य +१ ५, \८ २ 
६ र्य.ताय_ _ _ >. र 
दे] | = ४ १२८ छा (य + ४) -५8 खा (य + २) | 
प ४ 
७। | < ताय = १० स्प-' ‡- खा त । 
य-अ 
द्य ताय -+ य 
< ----------- = खा ~~ + > ---- 
। 1 य“ +य -२ च्म ५ ८२ 
(्८य-द्ेताय _ > नाय +५ स 
= , खा(य-२)-८ १) । 
९। ५ न लाय +५ ङा(्य-र)ो-८ ला(य + १) 
ताय ५ ४ „१ 
। य = + १)-खा(यः + १)-र स्प: य । 
१० [ज्र व्व = व ला(य + १) -स(यः + १) 
धताय १ 
। त्नल्न्न्क् ङा स(य -१)-- --- 
५ य-१)(्य+१९ ^^. १ 


+स्पःय) 





3 
य+ 


८७ 


चखरारिकटन । 


सा 4 
(१ र्य) (१ +य +य +य) न्य्व 
-खा(१+य)°+खा (१२ स्य)*+रस्प'य] 


१२। | -- खा (१+य) 


ध्यताय _ २ य -य\८२ + १ 
य +१९ ५८२ य +-य\८२ ९ 


+ ५/२ { खय + १) +स्प + य\/२-२) 








शप्यस्ताय य“-यः + ९ 
=-= ~ ल्ट ->-------- 
५९। यः+ पकरर + १ 
+ २५८३ { स्प“ (ख्य-\८३)- स्प: (स्य + ८३) } 
८ ताय श 
व ~+ --८ टाय 
१५। 1 न्व हकर +९्् (१९+य)--८ खा 
र्य श 
+ .---- --+----रस्पष्य। 
य य य+ ॥ 
६। ॥ यताय ६ ् अ । 
(अ -+गय) छग(अ +गय) द्ग(अ+गय). 
| व 4 1 लो च) 


(१५+य) य+ ध्य +१) 
१८1 | (<य-२०)ताय _ १४ + शद [२ + ? 





य +३)(य +९) य+ य +र 
१९। || _- (अ-क)ताय _ = (अ+ क)ला(ल्याध्र)-(अ-क)ला(कोज्याः) 
स्याय(अ + ककोज्याय) 
+ कला(अ + ककोज्याय) 
यहो ज्याय = र मान क्रिया करने मे खीघ्र चल जान दोगा । 
ताय ___ _ यम य॒... कोञ्याय)। 
२० । -----4"--- = छाञ्याद-रखाकोज्याय + सला(३ + रकोच्याय) 
| उल्याय + ज्वाद्य = य्वा ॥ ( 
र + 
२१। ॥| तार्‌ _ = श्ला(यः+य+ ९)-शला(य-1)- -{- स्य (वय +) । 
(१-र ८३ \८३ 
याद्‌ १-र =रभ्य 1 
ॐ क य 
२२। | व र = [बर्‌ यदि र = ४ | 
- (य + १)(उ्यः + च्य + ६) ^ (१-र 9३ 


२३ । सिद्ध करो किंयदिनसमदहोतों (१) 


१ 


1 


उदाहरण । दण 
~ _ > यो{ ग.कोञ्याप + गःकोज्यारष + + गम! कोज्या} य 
९ य-रयकोज्याष + १ 
_ यौ { ग, + गकोञ्याष + + गम-+कोज्या(म--र)प } 
य -रयकोल्याप + १ 
जरो फ(य) = ग० + गय = मन्य + . -गम-नयम-' ओर म~~न 
यँ ष का मान = ठु? जरो त = १, २, ~ न~ हे । 











२४ । सिद्ध कये कि 


२+यः श य + य\८३ + १ 
चः < च = द य -य\८२ + १ 


+ ई { स्प ' (ग्य +\८३) + स्प ' (रय-\८३) } +ड सष प्य 
२५ एक महाजन कफे प्रतिक्षण की आमदनी मे, संचित धन के वभे मे एक 
घटा करजो रोष रटे उसका भागदेने सेञजो छन्दो उतनी प्रतिश्चण मे उस 
के गुपरारते की आमदनी है तो बताओ जिस समय महाजन के संचित धन का 
प्रमाण १००००० है उल समय गुमारते के घन का क्या प्रमाण होगा । 
उत्तर, गुमादते को उस समय 
०.०००००९९४ इतना कणो गया था] 


0 


+ 


द्वतायप्न्याय । 


प्रा 
2 


| 


| 


६६ चदरारिकटन । 


ततीयाध्याय । 


छघुकरणपरस्परा के विप्यमे। 


२९. 1 कल्पना कसे कि 6 चन । 


यः+अ)? 
= चन? । इत्यादि मानो । 


|| ताय 
द्व अज अगन 


ओर ~--{- = त, तो खण्डचलानयन से 





य+ 
ताय य य^ताय 
= वल तज्लन ज रस । ---का 
व चः +अरोन - ट्व खरोन ट्वत्त-अनेननः 
£ यष्ताय ___(य+अ)ताय. _ अताय 
ठ त्वः खतनमः 7 (वअ ` ` वम अननतः 
ताय अताय 


[9 मप त | ~~ 


+ल {| (्द्ल - म | क 


(ल्प ज्नः ) रन चन-रनअभ्चन-+* 


पक्नान्तरानयन से 
य 





नं अच्च =-= (रन 
म्‌ स--९ य + अ)" 4 १) चन 
लिये य २न-१) (रन-१) ~ 
शद लिये =-= ~ चन = --<--- + “--~-चः 
# न+ > उतसव रन * रनम =न 7 उन 1 रमन 
इसमे न के स्थान मे न-१ का उत्थापन देनेसे 
यतन” रन- 
चनः ¢ चन ~ " (९) 


7 अदरन-र्‌) ` जन्ट्न-र) 

यदी (द्‌) समीकरण १८ पक्रम के (१) उदाहरण के (म) सिद्धान्तरम श , 
सिद्ध हआ ह । 

देखो यदो चन का मान चन, के अधीन है ओर चन, करा मान 

(रव्सीम नक स्थानम न~र का उन्थापन ठेनेसे 


उदाहरण ] ६७ 
यतन गरन 
~~ + 4 च दाग) 
अ (रन-४) + अद्र्न-छ 
इसी प्रकार 
यतन २न-७ 


चन. = उल्लस + जनसस चन 
न अ्न-द) अ (रनद ५ 


चः य दै स्प? यु 
यँ जिस प्रकार से चन, चन-९, चन» * - * इत्यादि के मान सिद्ध हुए 
है इसे रुघूकरण सिद्धान्त कहते दै ! इसके वल से अनेक चल का ज्ञान हो जाता 
हे । इसके अनेक भेद हे थोडा सा यां प्रकारा किया जायगा । "परन्तु इतना 
स्मरण-रखना चाहिये कि छधूुकरण सिद्धान्त से अन्त का चल नही सिद्ध होता 
है उस के लिये पिले अध्यायो की क्रिया करनी पड्गी । जसे इसी प्रक्रम के (९) 
समीकरण मे यदिन के स्थानमे१का उस्थापनदोतो 
यतः ~ ‹ २-३ = 
च + ------- च०= ० । इस से देखो च\ का मान अनन्त 
र २(२-२) २(२-२) द्‌ दे १का न्त 


सिद्ध होता हे परन्तु पूवं कल्पना से च, = | -व् ओर यह प्रथमाध्याय 


-९ स्प-प्य_ = 
से = - इस के तुस्य हे । 





इस लिये च, = स स्प -- इस का उत्थापन देने से 
तय 4 -१य्‌ 
( 
च. = (द्र +मा स् सं 
तय ६ ~य 
१ दवय ~. 
% + दज + द्मः ख 
त्य , भ५त्य , ५.२तय ५.६ ~य 
| 2 1 नू ठ 
च द्मः ७ दः २.६.६अः +द्‌ ७६अ भ अ 
इत्यादि सिद्ध होते चरे जार्येगे । 


यम 
३० ! यदि चमन = [तनन तो खण्डचङानयन से 


६८ चखयरिकलटन ] 


„+ यतास त १ १ 
चख =. 7 रयं | ध व भन्न । 
मभ्त । (अ व य) य ता, रनद लमः+य "त्र 
स 5 1 
रनर (जयेन ` रनर ज (अय) 
१ यम? म-र 


-----~ ~-------=-- = 
सल तर्पयन्त " रनर कम ग्न, 


उस सिद्धान्त सरे वार वार क्रिया करने से चम-ख्न- | चम-भन-। 
चम-५,न-3 इत्यादि का मान जान सकते हो } अन्त मे म॒ ओर नं 


केवरासे 1 ५१४ 


अः~+य) 


इस रूप का चर जानना पडेगा यदि म विषम ओर न से इतत 
क्रोडा हो कि म--रद=१९ ओर च-द>९) अथवा यदि नसेमण्षा 





च्डा हो जर्हो वार वार क्रिया करने से अन्त मे न-इ =, म~ 
नो अन्तकेचरका रूप | य ताय. फेखा दोगा। इस | 
व होगा खिये लयनं 


= 1 २्यताय (अ +ययै-न 
श श्‌ =, 


"व मे अन्त के चख का 


मान दोगा । जदो न कोर अभिन्न संव्याहै। ओर दूरी स्थिति के चल 





~ ^~ ~ ( यनताय 
का मान साधारण माग की रीति सं -उल्दद् श्लका फ(य) 


1 कताव. फेसा रूप वनाकरजटहो फ(य) = { गन यत + गन यत +“ गः । 
जवे धक्रम से सहज मे जान्‌ सकते हो । 
कभी म के सखम दोने पर | [त त देस रूप भी अन्त मे र्गा 
जिस का च्ट २९वे परक्रम से व्यक्त हो जायगा । जसे 


श ~ 
ज्र 





यहो शी यदि 


.८य॑तस्ताय, इस का मान ./ य॑त'ताय,./यग्तताय,./यतताय इसे 
^ यप्त"ताय, इस का मान .^ य" तताय, ^ यतस्ताय, .^ यत ताय, 
^ यध्ठ ताय इस कं 


उनराहरण । ६९ 


, 


ओर .^ य तताय इस का मानः.८ यत ताय, „^ य्त्ताय, „^ य तथ्ताय, 

„^ तः ताय 

इनके अधीन ह 

२१ । कट्पना करो करि त = आयम + कायर ओर चम.न = .८यमतनताय 

तो यमतन=यम (आय +कायक) तन = आयम+जतन- 
+ कायम +क्तन-\ चलन्ान करने से 


चमन = आचम्‌+अ "न~ न काचम+क.न- १ [| [ सि (१) 





यम ष्त॒न ८4 
रन्त खण्डचलानयन से .^ यगतनताय = ----- - | म+श्न्‌ा(लन 
परन्तु खण्ड ^ र हक ^. ता(तन) 





य॒म!'तन | यण न~? अ~? क~ 
= -- नत आअयन- + ककय? 
तरतः र ( य$-ताय 


यमः+ "तन नथ 
>= -----~--~ - ~~~ अपा 
म~+र्‌ म ~+ 


यम+धतन __ नअ 
-- ~ आच = कच ९ °» 
सपर स्क म~+अ, न~र कन म+क,न-१ (२) 


(९) ओर (२) से काचम+उ,न-१ को उड़ा देनेसे 


म+१न 
यम+प्त नक~नअ 
न~ भक आच च 11 । [। 

मनक मनक +र 5 (३) 


यह एक छघूकरण सिद्धान्त इजा यदि न धन संख्या हो तो 


यम तन-"ताय-----; [का य+ *क्तन- "ताय 


चमन = 


५9 
ज्ेसे । य^तस्ताय इस का मान जानना द्योतो यहां इसी सिद्धान्त 
[ $ ० न © 1.2 = 
से तीन वार क्रिया करने से | यं~+भत्‌ रताय, | य+-अत्‌ 2 ताय 
१. 
इनका मान व्यक्त दो जायगा अल्तमे | य'+जतरताय यह रह जायगा । 


यदिनका मान च्छ्णदहोतो पहले (३) से छेदगमर ऊर, समस्लोध- 


यम ध्तन  म~+नक+१ ~ 
-- ------+--------- चम सरा 
(क-जयोनमां * (कनया चमन 


समीकरण वना कर इसमे म के स्थाने म-अकाओरनके स्थान 
से -(न-) का उत्थापन देने से 


~ _य-च्त (न-).__ म~अ-(न-१) १ 
च॒ (क-अ)(न-र)अा तकं-ऋल्न-३रजो 


नादिंसे चम+अ,न-१= 


चम. चम-ज-(न-१ )**०(८ ) 


७० चखसाशशिकखन । 
इस पर ले | य'त-> इसके मान मे | य"मत-ई ताय यह ओर इस 


अ~ 
मे | +- रजत ताय इत्यादि आयेगे अन्तमे | य^-्यत-र ताय यह 


५. 


आवेगा 1 
इसी तरह (१) ओर (२) से यदि चम.नको उड्ावो तो 

यम+१तन = (म + नञ + १)भाचम+अ. न, + (म + नक्त + शोकाचम+क.न-१ ` (५) 
इसमे नके स्थानम न+ काभौर मके स्थानम म-अ का उत्थापन 


ते से चनन = यम-+१तन+१ म +(न +९)क-अ + 
 (म~+नञ+र)अ (म +न +२)अा 


यह य के उत्तरोत्तर छशचुघात के रूप मे चस.नका रूप ठे आता है 
यदिञअ>कषटडोतो। 


काचम-अनकन, (४ 


२३२ 1 कस्पना कसो किं त = अ +कय + गय तो | यमतनताय = चम.नद्रसका 


मान जानने के चयि देश्चे परक्रम की युक्ति सरे तन = (अ +कय ~+ गयः)तन' 
रेखा मान ओर यम सरे गुण कर चलानयन कर्ने से 
चमन = अचम.न-१ + कचम+१,न-१ + गचम+२,न-१ एसा होगा । 


ये. वत अचम न-१ + क्च क 
दस ष्ट ह मन 2. म, न-१ म+१,न १) 


ग्नग 
द 1। ॥ ॥ 1 ॥ # # 4 9 1 ४ १ 
चरर चम+२,न-१ (१) 


सर खण्डयखानयन से 








यम^प्त॒न नक र्नग 
मरन म~ म~ म+१,न--१ मर म+र.न-१ ( 
(९) ओर () को जोड देने से 
म~+रन+१ यम॑१तन , यनञ नक 
दि 3॥ [हि च ~ न न्च म~ 
मक्‌ `न मर्द ` म ` स्न १ मर्द 
यम+१तन रन 
10 आ नि 
मन ननन सनस चशन-9 
नक (2) 


न #ष्यकयपगवोकन्यारी 
रनम्‌ चम+१म्न-१ 


उदाररण ] ७१ 


इसी प्रकार (१) ओर (२) से 
यम+१त॒म = (म त ९)अचमन- १ (म नन १)कचम+ १,न-१ 


+ (म + रन + १)गचम+रन-१ * "=" * (४) 

(८) ममक स्थानमेम-र्का भरनके स्थानम न+ का उत्थापन 
देने से ओर समशरोधनादि से | 

यम-१त॒न+१ (म+न) ५ श: 


~ ग(म-र्न+१) चम- १न -----अ(म-१) चम्‌- श्न (५) 


च 
मन ग(म-¬ २न+१) 


नि (7 
यह एक लधृूकरण सिद्धान्त चमनका भान जानने के लिये य॒के उत्तरोत्तर 
घात हास मे उत्पन्न इं । 
(४) मेमके स्थानमे--मका रनक स्थानमे न+१ का उत्थापन 


देने से 


तन 19 क(म-न-२) 
च-मःन ष अ(म- यप १ अ(म-९) च- (म- १ )न 
ग(^म-रन~ 
~ पो चतन, , , -* "* "6 


यह म के ऋण मान मे रघूकरणसिद्धान्त उत्पन्न हा । 
३२ । ३१वे परक्रम मे यदि त = भाय + कायक इसमे क =०्तो 
त = का+आयन्ेला इुआञर (९), (२) इत्यादि समीकरण मे क के स्थान 
मे सस्य का उत्थापनदेनेसे 











चमन = आचम+म. नर+ काचम.न-१ ˆ ५ "9 

न . , र 

चम,-न= - नजन सलचग- (न-१) ,) 
यम-अन्त॒न+ म-अ+१ ( (४) 


= + ---------- ~ -------~चम- 
चमन जमा(न +र), अआआन-+ १) मज ~ 


यदिन=-न 
यम+प्तन = (म + नअ + एभाचन~+अम न~र (म + ए)काच सन (५) 


७ चरङरारिक रन । 


यम "ल म- अ ~ श (५ ) 


५ 'यणकनकोणरिषिणशापसिणीीकियन् ना ~ 
मनन आ्मतनथः आलम; नमर ) १ 


देसे ६ खभीकरण उत्पन्न होते है इन पर से अनेक चट जनान सहज मेहे 
जते है । वे छवो समीकरण यदि वात्तव मे विचारो तो ३९्वे क्रम के उदाहरण 
रूप ह 1 इन पर से टाङ्हन्टर (100८) साहव ने चखराशिकटन के वं 
पक्रममेजो क्रिया की है वह भी उत्पन्न हो जाती हे। 
यदां (२) से 
यम-"तन म~ 


चेः सका उत्थापन (१) मेदेनेसे 
नञ्ज ˆ नभमन उर्थापन (भव्‌ 





न _अ न~» = 


यम+ध्वतन _ म~ 
नञ नञ 








चमन = चमन + काचम,न- 


चयि यम^प्तन कान 
इख ष्टिये च ~ स ह * (9) 
ख प्छ्य चमन = प्पच्जसर्१ तदनस 


यहां नके स्थानमे न+ २ का उत्थापन देकर समरोधनादिं से 
यत^्तन"  म~+-अन-¬+-अ-+१ 
चमन = जतन क ६ ८ 
मन्न काञ(न+र कासल्न +) ` १०५२ ४ 
इस तरह से अनेक सिद्धान्त वना सकते हो । 
२४ ! इस प्रक्रम मे पूवं समीकरणो की व्यापि दिखने के लिये 


उदढाहरण दिखलाते डे । 


कु 


५ 


(२) यन(ग-य)-> ताय उसका चङ क्या हे । 
यां यदि का = ग आ = र, अ=२ न=-- कल्पना क्ोतो र्ग 
प्रक्रम के (व समीक्ररण से 
च (त~ म-अ + 


चनन मालूम तनथ तङ ` आत्मनम्‌ 


काचम-अभनं 
3 ~ प; -9--१ 
य" (ग-य) ~ म-२+र 
-१(म + २०८-*~+१) -र(म+२>८२ +र) 
य-१\८ ग ~य 


-~-९)ग्‌ = व ० [ 
० त [चम (ग-य) तायः पसा हथा। 


यग (म य) तवय 


ग्रण्डवटानयन से भी 


[ नलं ~य ) "ताय =- [यन्ता (ग -य) = 


लघूकरणपरस्पस । ७३ 


= - य ८ ग- यः+ (म-९) | य. \८^ग--यताय 


२, ^ रः [ति २(ग--य )ताय 
= --य ' \८ गय + (म--र) || ध 


^^ ग~ यः 
= -य ८ गयः 


~~ ----- र 
--(म--२) [ ११/८२ > ताय + (म--१ | स 
५८ ग--यं 





ताय 





इख लिये पक्चान्तरानयन से 
3 म-१ स ~र 
[ च(ग-य) 3 क । ९८ ग य 
[1 
+ -भ-</1 _ रः य  [यरप(गभयग) -र ताय 


इस तरह से वही सिद्ध हआ जो पे (द्यवे समीकरण से इ था मेद्‌ 
दइतनाही है कि पटले प्रकार से लाघव ओर दसरे से गौरव हे। 


५: 1 इसका मान जानना है । 
यम(अः+-य)२ 


य्दा यदि म=-म,न=-2, आ=अर अ=-०का=१,क=२मानोतो 
३१वे प्रक्रम कै द्वे समीकरण से 





च त म +-(न +-१)क-अ + १ 
न्व ० 
च = (1 
. (-म+ष्ेभ (म +) (-म+२.न) ए 
द त -म+१+१९ (ˆ अ-म२(अः यन -2 
अय्न-तयम न ' - जनह, 4 (अ +य) द ताय 
८. अचथ --- ताय 
अमय अ (म-१) 4 यम-२\८: यह सद्ध इभा} 
इसी उदाहरण को खण्डचलानयन से भी कर सक्तेहो । जैसे 


0 ५८^अ +य ५८अः +य 
| न्न यम? ता\८अं य जरदप ष (म 3३ ) ताय 


९८अः + यं अ~य ॥ 
= ---नःर- -+-(म-१ 1 ताय 
१ ( ) य १२९८ अ +य 


७ चटखरारिकडनं ] 


समरोधनादि से 





ताय ५८ अः + यः | ताय 
अ(म+१ 1 ~ ~ ~~ -गम । ~ 
। "+ २\८अ +य य? ।१ य१\८अ ~प 


म के स्थान मे म-~र का उत्थापन देकर अभ(म- का भागदेदेनेसे 


| ताय ___-_ _\८अः+यः म-~र ॥ ताय 
---------\अ ~य 

य१\८अर + यः अ(म-श)यम-) (म-१) ./ यम-२ (८ 
यदी पदे भी सिद्ध हुआ था । 





म, 
(३) || ~ इसका क्या मान है। 
(र्अय--यप) 


यददो --य-ताय_ _ = यम- (रअ-य) २ ताय, इस लिये ३२ धक्रम फ ८८) 
रभय-य 
समीकरण से (यदि का = एय, आ! = -९, अ = १, क =०म म-3, न = --)) 


य+१तन+१  म~+अन+अ-~+-१ 
चमन =- 


' का(न +र) कत्र्‌ ` चमन 


~__ यप-=+9त २!) , म~, १.१ क 
` रअ(~-२+९ २अ(-३ +) धि 


= च. "र(रअ-य) न ~+ य > (२ेअ-य) ~ ताय 


म यरद ४ ५. = 
श ग (रथव-य) ~ ग्र | य१-१(रअय -यः)र्ताय यह सिद्ध हभा। 
चा देवे धक्तम के देवे समीकरण मे पूर्वोक्त संख्पाभो का उच्थापन देनेसे 


9 
चमन =  [यम्-५(र्म-य ) रताय 


=-- य (रमय ). १) | व ताय्‌ = वेसा ोगा। 


इसे खण्डचटखानयन से भी सिद्ध कर सक्तेहो जसे 


यग्ताय +: (अ अं 


खघुकरणपरयप्र । ७५ 


मए 
+ [लय 
५ (रथय--य) 


= -- यग-"\८(र्यय--य)) + (म--६) | य. \८ (स्थय-य ताय 


+य ५ व 
९८ (रअय- य) 
यग-(रथय--यर ताय 
९८ (रर्मय - यः) 
तायय- 
९८ रथय- य ) 


= -- यम-२\८(रअय--यः) + (म-९) ॥। 


+ अ 


~ ब ५८८७्ब-प)- (न-9 [न 


तायय- 


+ अ(रम--१) ल्ल 
पश्चान्तरानयन से थओरमकाभागदेदेनेसे 


यम्ताय म-१\,८ (रअय--य) , अ८रम--१) ॥ म-ष्ताय 
\८ (रअय-य ) म ९८ (रयय-य)' 
यही पटे भी सिद्ध इथा था। 


५. . 1 + दोगा 
(५) ॥ त्न मरन इस का कया मान दोगा । 


यांस=०,न=-न,आ=१, अ=२,कानअ, इनका रेदेवं प्रक्रम 
ये (८ मे' उच्थापन देने से 
य+ तन म+अन+अ 4१ 
का(न +) का(न + ९) 


त 1 
मअ (-न +र) रय ~न +र) (9 


खन मन रि च^-नं ० च्म म~? 


४ १ य १ १न---> ताय ____ 
(य +)" र(न) उअ (न-) (य ~स)" 
दसो शस्य प्रन्मसे भी यदी टधृकरण सिद्धान्त उत्पन्न हा हे । 
षस तरद दजारा नये नय सिन्त टघृकरणसिडानन्तो के वद चन्टानयन क 
लिय वना सस्तन्ने। 
2 । लमूख्र्णनिद्धान्त दे वट सखे ि्चाणमिति सम्बन्धि क्योक्र चटका 
भी प्रान हसर्मद्ा जाना समे यदि 


७६ चरूरारिकलन । 


[ फ(ल्याय, कोञ्याय) ताय इस का ज्ञान करना हो तो कल्पना करे 


-- ता = --ता- क्योकि 
कोञ्याय ^८^ई१--रः 
कोञयाय = \८१- रः इन का उत्थापन देने से 


ष ् त तार 
[ फ(ज्याय, कोञ्याय)ताय = ॥ फ 1 २९८ (१--र) | -द््ल (¢ 
यहां यदि फ(ञ्याय, कोऽयाय) = ज्याव्यकोज्याश्य तो 
 [क(्याय, कोज्याय) ताय = | रद(१--र)न्(“9तार .-- 


यदि देरेवे प्रक्रमके समीकर्णो मे का=१, अ= -१, अ=२, मर 
ओर न = ‡ (घ--र) कस्पना करो तो 


किं ज्याय=र ` ताय = 


क. 
~~~ 


[र (१--र २ तार = चद्‌ ° 





- हि १ ९) द्व 
(घ--१) = चदन यदि ई (च~) 
चदव = -- चद+र व-१ + चदव ४९ “ 
रः+धत, रव | 
च ---- चद्‌+२व- ४ 
द्वे द त ह द प द+रव- 
रद-ष्त (व~?) --१ ( 
चद -न = +--- -- ~> चद->-(4- (५) 
द ~व व कव्य च्--५-9 
रः पतव+? द- ८ 
1 2 ~ ~~~ चद | ८ 
व~ ` द्वनर्‌ लने तर 
रपत = -- (द्‌ + रव + १) चद्र+२व-२ + (द + १) चट ब~! + (9 
द~-एव+ए निय 
चदव = - व ४8 वा कः | (८) 
द्‌ +रेव~+र्‌ द्‌ +गर्व ~+ * 
५ रर+ पतव (>| , (९ 
चनन = दत्स्व" ददस्व = 


रद+ष्तव+' द्‌ +र्यव+२+१ 
२८ +१) २ ~+) 
रद^+ष्त्‌व+ः ट + २(च 1 १) + (4 


चदय = -----+ च टनव 
र ख खर 4 


(१०) 


चन =- चटव+ 


क (| 


[स [० [8 [8 य 1 
यदि 3रव यकत्रम केध्वे समीकरण मेका, क के स्थानम आ, अ 


धघूकरणपरम्परा । ७७ 
~ उल्थापन दो ओर आ, अके स्थानम का, कका तो पिछला सिद्धान्त 
उत्पन्न होगा । 


(२) मे यदि ध-? = ° अथौत्‌ ध=९ मानो तो च =° इनका उत्थापन 
(“वेमेदेनेसे 


या.-"यकोल्याव्य, द- 
च _ = | ज्या्य कोल्याय ताय = ----~---- + द 
ज्या प्-ध्य ऊढ ~ >> 
वा वावाय ( य 


द्‌ ~+ द्‌ + 
(५ (4 ॥ ध । ध- क मे 
इसी प्रकार [स्मर ) =(-१तार इयमे रके स्थान मे इसका पहला 
दर २ > (ध) 
मान च्याय रखदो तो | रः(१-र') तार 


= ,/^ज्या्य. कोल्याप- ध्य कोच्यायताय । अव यहां यदि ध=० तो 
८ ज्यात्य कोज्या ष्यकोज्याय ताय 

= ./उयाप्यताय रेखा होगा । इस लिये २८ध--१) = व = - इनका 
उत्थापन इसी प्रक्रम के (८)वे समीकरण मे देनेसे † 

रर-ष्तत १ द- (4 

द्‌ +-गरव+१९ द+स्व+१ 
ज्याः प्यकोज्याय .. द--१ 

द्‌ 


देखो ठीक यही खण्डचलानयन शयवे परक्रम के श्व उदाहरणम भी 
सिद्ध इभा है । केयर द्‌ के स्यानं मेन का उत्थापन मात्र देना होगा । 

इय तरह पीठे दिखलाये हए समीकरण के चङ से सेकडौ रुघूकरण सिद्धान्त 
उत्पन्न हो जाते है विद्याथियो को चाहिये कि उन का अच्छी तरह से 
अभ्यास करे । 

३६! ३१े प्रक्रम की युक्ति से यदि त= आयन कायक + गाय + .* 

ओर चम, = ./^यम्तनताय तो यहां भी उसी तरह से चमन का मान जान 


सक्ते हो । जैसे - 


तन = (आय ~+ कायर +-गायग ~+ - .“) तन ^ 


1 द्वु => चट्‌-२ 1 


याः--य ताय | च्याच्य ताय । 


इख लिये, यतन = (आयम+ + कायम +ऊ ~+ गायन त "^ }तन-? 


~~~ 


७८ चटयशिकटन 1 


८ यमतनताय = आ. यम +गतन- ताय + जा,८य ^+ क्तन- "ताय 

+ गा.८यम+ग्तन- ताय + 
अर्थात्‌ चमन = आचम+अन र + काचम्‌ .कःन-१ + गाचम+गःन+१ +" (१) 
ओर खण्डचलानयन से 











म +१-न 
यत 
चमन = [| य्तग्लाय = 
भ्न नय ह 
म~+१-न--१ ह _ 
भ "न र (अ्चायज-? + ककायक-! + गगाय + ' )ताय 
युम ष्तन नञ 
स म ~+ ् मर आचम+अऽन-१ 
न्‌ नग 
श - र काच+कन-, -- द द गाचम+गण्न- 


छेदगम कर पश्चान्तरानयन से 
यम+प्तन = च ,न(म + ९) + नअथाचम+अःन-? + नकक्राच म+कःन ~ 
+ नगगाचम+ गन 1 

(१) से चम+न का उत्थापन देने सेओरम +न + १ = अ, म~^+नक+१ न्क 

म + नग + ९ = ग इत्यादि कस्पना करने से 
यम-'तन = अंसाचम+जन--१ + व॑काचम+कःन-१ + गंगाचम+ गहन + ` (२) 

इख तरह अनेक चमत्कार दिखा सकते हो । 

३७ । ठघूकरण सिद्धान्त से दो मानो के भीतर का चलक्ञान चुत दी स 
मे हो जाता है अर्थात्‌ इस से सान्तचरू मान वहुत दी गम हो जाताहै। 

जितने पिच्ठले प्रक्रमो मे चघूकरण सिद्धान्तो के छियै समीकरणो को दिखाया 
है सवका सूल यदि ध्यान देकर देखो तो खण्डचखानयन ही हे इसलिये खण्ड 
चलानयन को कघूकरण का मृ कट सकते हे। 

दो सीमा के भीतर के चखनान फे लिये कुछ उदाहरण दिखते दे । 


ॐ = र यिय 
(९) [€ ~य) "ताय ऽखके मान के लिये खण्डचलानयन से 


= 4 ४ ति म्‌ क 
स्र य(ग-य)२ , नगः - _ २, ?ताय, यट एक 
गभ न ताय (0 ~ ग ~य 
14 ) नर्द +जरर्‌/ ग -य) 
ङघूकरण छिद्धान्त उत्पन्न हुभा दकल मे यदियन्न्वायन्गतो स्पष्ट 


श्रम खण्ड श्नून्य के तुल्य हो जायगा उस लिये 


खध्ूकरणपर्स्प्सय | ७९, 


४ 2 नम न > ५ च्‌-ः > अं 
| (गय) वताय = र | गःय)“ ` ताय यह सिद्ध इभा । 
[५ 

(२) 


[ यम-प(१-योन-भ्वाय = -- +~ चम 16 | यम-(१-योन्ताय 


^ यम-"(१--य)न-ः ताय इसके मान के लिये खण्डचङानयन से 


णेसा लधूक्करण सिद्धान्त उत्पन्न होता हे । यहां यदि यन्ण्वाश्तो स्पष्टे 
कि प्रथम खण्ड शुन्यं हो जायगा इस लिये 


[ ध्वम(१--योनपताय = | स्यम (१--य) ताय 
॥५। 
स - {~ ~ 


ओं (४ म--(१--य)नताय = ध २ [१ म-(१--य)न+प्ताय 


इसी तरह [ध्व पुद--वोनः ताथ = म | ध्वम (६-योनः नताय 
9 ० 


२ नम -3 [१ न 
| यं (१-य) र ~ (१-य) ताय 
© 





नय) १- >= ~ र. --7\न+म- 
ओर | (९--य)न+म-"ताय त (१--य) 


इस लिये [ १(९--योनभग-- ताय नमः इन सव का उस्थापन 


च ् ध --?)(भ--२)... २२ 
देन डे | य ++ नन न २) र ह ल ~+ मत यहदोगा 
(३) „^ छेश्प ताप = .^(१ + स्प ष) तापर = .^(१ + रस्प प ~ स्पोताप 
= ./^ ताव ~+ २.८ स्प पताष ~+ . ^ स्पश्पतापर = प + २.८स्प षताष ~+ . “स्प ^पताष। 
परन्तु “स्प नपताप = .स्पः्न-प(ङेप--१)ताष 
= स्प न--वङेषताप-- /^ स्प न--पताप 
= „^ स्प 7-प ता स्पध ^“ स्पन--षताप 


स्प. 1 
लव - [स्प न--वताष 


८० चरखराशिकटन । 


स्पःन- स्पन- | न~ 
= ----- - ---~-- + । दपन-भ्तापं 
गरन-र रन-२ 
=न-१ = त्‌-3 -न्‌- 
~ स्ण्न१ .__ स्प स्प _ _... + .-(-रनस्यष+ (-रुष 





रन  रन-२  रन-५ 
यार वार क्रिया करने से, प्रथमाध्याय का धवो अभ्यास के चयि जो प्रन ठि 
हैः उसे देखो । 


इस पर से ९ | स्पताप = रस्पष- रप 


1 
 [सप^पताप = < प ~र +प 


इन का उत्थापन देने से 


कछे"पताप =प~+२ 1 स्पष्पताप + | स्पभ्पताप 





1 श्प 
= प + रस्पप--रप + उ प॒ _ स्पप+प= स्पप + चत 


इस लिये ॥ च्छेश्पताप = १+१= ई यह सिद्ध इभा । 
© 


3 

१ म--१(२अय-य*)र, 

8 म(र्भय--यधेन्ताय = - ~ ^~ 
(४) [च (२ यथ)-ताय त 


अ(रम + ९) 
म+र 


एेसा होगा यदि रेश्वेप्रकरममे (धेवेमेआ=--१,अ=२,का= रम, क 
ओर न= मानो । इस ल्य यदो स्पष्रहैकियदि य दशून्य वा रके तुद्य मान 
जाय तो प्रथम खण्ड शून्य के तुद्य दोगा । 


अ _, १, अ [| >. 
तव || य(र्मय-य) ताय = -अ(रम +) (र यम 1 (रअय-य ) "ताय 
© 


१ 
+ यम-!(र्अय--य)* ति 


मर 
म के स्थान मे म-१ का उव्थापनदेनेसे 


स्म १ ध र्अ 3५ 
| य-( सअय~यः )> ताय = म यम ( रअय-~-य ) ताय 
¢ व © 


यो वार वार क्रियाकरने से - - 


२अ (^ स १ स्म १ 
| य -(म-")(र्अय-य ) -ताय = ॥ य (रभय-ग्र)ः 
© ध 


छशूकरणपरस्पय । 
अ, १ 
= | (रभय-यः) - ताय 
५, 


। त क 
परन्तु | (स्अय-य)- ताय = 1 { अ--(ज-य)' | ताय 


[] 
[कि 1 


अ~य ^------- -य -या-अ-य 
- दर“ स्मय-य अ ~ 
~ र्भ क अप , अ स 
इस छिये { (रअय-य) - ताय = + --- + --- = +~ 
ए 8 २ 
© 
इन का उत्थापन देनेसे 


स्म म _ अन" (रम + ९) (रम) (रम) ९ > 
। य (र्म-य) ताय = (वररल रेमल््हछत रो--रेः 


_ १,२.५...२म + १). _¶एअभ+- 
` २५५..(म~+र) र सिद्ध हुमा । 


{3 


(५) ॥ र (1 इसका च्या मान होगा यदि ग<-१ 
५ त्य = २... --र [9 
यदा - तलट््ग््वत्क = ताय( १-गज्याय) इसलिये द युकपद्‌- 
(~ न ताय 
स्त -त््-ग्व्वत्या 


= ताय(९ + ग्या + -{-र गशञ्याभ्य + २.२ | गल््याध्य + , ) 


ताय 1 (वः १३. 
+ ~~ । ऊ न [न 1 | 
व {ल्त ज्या) 7“ र्‌ ॥ + 
६ = गः | उयाप्यताय 
इस लिये १२ वें पक्रम के १५ वे उदाहरण से वा ३५ वें प्रकमसे 


ल्यायताय 


७ ताय 7, शः 9 ९ 
म [6 द ८ 
|| क 1 [6 याधयताय 
[| © 
7 क 
+ -रद्रग 1 रउ्याभ्यत्ताय + 
© 


नगः ९3] ॥ [९२ | ध } 
= १, (४ [क = २४६ + 
१९ 


८२ चखरारशिकखन 1 


यह सिद्ध हआ । इख प्रकार से विचार्थियो को चाहिये कि अनेक प्रदो का 
उत्तर रर पूर्वं प्रक्रमो ॐ सिद्धान्तो से अच्छी तरह परिचय कर । 
अभ्यास के दिये प्रदन । 
सिद्ध करो कि 


१ । | ताष = 1 ताप र ॥ ताष 
ज्यामपकोज्यान्प उ्याग-च्पकोञ्याचध्‌ उयामषकोज्यान- प 


६ ताप __ ज्याष ल-२ ताप 
कोज्यानप (न-१)कोज्यान-्प न-९./ कोज्यान-स्प 
२। 1 ताष _ _ --कोज्याप , , न--२ ( ताघ 
ठ्या घ (न--१)उ्यान् वष न-९., ज्यात ष 
1 | न ~= = + ठा स्प 
ज्यापकोज्याप कोचज्याष २ 


ताप _ (उ्यापताप ताप 
(व 
ञ्यापकोल्याभ्प कोञ्याभ्ष ञ्यापकोञ्यास्प 


ताष (०, १ { (क | 
६ | ज्या्पकोल्याप रज्या नज्याप ख 1 स्प ( ) 


ताप कोल्याप 
५. = ४} 

४ || उपरश्व पल्य +^ 

ध ॥ ताप १ | ताप 
स्प" (न--र)स्प- षप स्प^-प 

९. । ॥| स्पपताप = च ~ स्पप ~+प 

| साल = ~ ~+ (ज्याप) 

स्पध छस्पष रेस्पप 


१९१९] ( ल्यापरकोल्या परताप = -- ‡ कोल्या"प + 2 कोज्या्प 


यापताप _ ज्याप १-- स्याप 
९। (लान = सय लान 
कोउ्याः स्कोल्याप " ` १५ज्याप 


२३ | य (‡अय-- यः) ताय = ट 





२ -य ॥॥ 
१४) | यः(रयय--य ) ताय = व 
८ ८ 


रष्यूकरणपरम्परा | ८२ 


५। 1 य(रअय--यः) च्ताय -र 


१६। यदि चन्‌ = [[ जरा न; चच र अभिन्न है लो सिद्ध 
करोकि 


(न~ १)(अ-कणचन -- सन + अ८रन-२) च, -(न-र)ोच > 

(यहां त = अ +ककोज्याय) 
१७ । सिद्ध करो कि यदि 

^ (१ + ककोज्याय)-न ताय = चन तो 

(न--९) (९--क )चन = -- कञ्याय(१ + ककोज्याय)- न+! 

+ (र्न--रे)चन-र्- (न-- रोचन > 
१८ । सिद्ध करो कि 
ताय २ (अ--ककोञ्यारप)न-प्ताष 
(अ + ककोञ्याय)न (अ-कोन- 


# 


यदि स्पदर = स्पप^| अ +क 
अक 


१९ । सिद करो कि यदिनसमदहोतो 


1 व व न~ | 
पता = ल्याषं न~ ~~~ ६ 
| कोज्या पता ए [ ध ले कोज्यानः्प 


(न--?) (न--र२) _>_ न ॥ 
+ उ्याष [न कोञ्यान- "व. ,, | 


न--१) (न--२)(न--५) . .. . गीर श 
+ न - -- षप ओर यदिन विषमदोतो 


#^` क्रोञ्यानघताप = ज्याप { -शव्या- + न्न कोञ्यान-ग्प ॥ 
(न-१) (न~र) >, -न-\ (न-१)(न-२) (न-५) .२ 
९ { नस्ल लय कोन्या-१ + -न्न्यलदर- इ 


२०.। सिद्ध करो क्कि 


= 


उ्याषडञ्याम व्व | म+१ स 


४ = य स १ ~ 
[जया षडज्या घताष ष च्रत्र रद स्या ~ 


८४ खटछरारिकखन । 


[र्न य 


 म(म + १) (म--९) { उयापकोल्याष्ष 
“~ >` ३(म+२) द 


+ (ष्ठन ~ [कोज्यात्पताप 


२१ सिद्ध करो कि यदि खायन्खा ओर | 1 खाय | यम्ताय = चन 


मम + ९) { ज्यापकोज्याष भ } 
मि मः द्र 9 


+ उञ्याप } त. 


यम न 


+१९ म+९ 





तो चतम खान चनम 


२२ सिद्ध कसे करि 


[यम { खाय | ` ताय = य 1 (लाय) खाय + --ः | 
मनर्‌ म~ (स+) 
२३1 सिद्ध करो कि 


४ ४८ ३८ २८ 
| { ह } नय धसव व~ य~ __(खाय)्य- + ४ भ यय) य 





८ [1 
£ 3 रेखखाययः , ४.३ रय 


[क 


२४। सिद्ध करे कि 


, || ज्याय = _ च्याग्ध्य __ मर (च्छाय ताय 
कोञ्यान्य (न-र)कोज्यार ष्य न-१.८ कोच्या-य 


२५ । सिद्ध कसो कि यदि यन्ग्पतो 


| उ्यामय तो ॥ ञ्याग्प्रताप 
(१९ + कोञ्याय)न कोञ्या न-मप 


२६ । सिद्ध कसो कि 
षु मय मय म दमय 
तधि 
[श्न (न १ य ग ॥ स~ र 12 = ताय) 
२७ । सिद्ध कसे करि 


मय २-३ 
[शताय खाय~+मयन~+पय. +-म्य +मय 
1 


अ, (रमय) ड 
२८ । ^ ^ ४५८ (रअय--य ) उल्या-' न्‌ ताय = अ: इसे सिद करो 


दधूकरणपरस्पर । ८ 
२९ । „^= १६८ अभ्-यकोञया- ष ताय = अ*(४ + =) इसे सिद्ध करो 
© 


३० । सिद्ध कसे कि 


1 नप _ स्पश. स्पन- त्प सपन 


र्न २न-४ न--द २₹न--८ 


+~ **“*“ "+ (--)न^ष्टा { कोज्याष } 
३९१ । सिद्ध कये कि 


[चख ताष=मै 1 खा (र)ो- क्थ | 
© 
२२ । सिद्ध करो क्रि 


उगराभ्यताय _ कोञ्या्य _ कोज्याय गः 
१ + गकोज्याय रग सं ला(१+ गकोञ्याय) 


३२ । सिद्ध करो कि 
प्‌ म } # २ 
।॥ य्‌ { टखाय ताय त्म 


३९ । सिद्ध करो कि 
> रगशज्याध्य ताय 


ज र श 
१ + गकोज्यायं ` (ग--)ला (ग) +ग (रग) 


३५ । सिद्ध कसो कि 


(न+ १) (अ+ य) य = य(भः+ युर + नअ. (अः + य)९-प्ताय 
३६ 1 एक छड़का गज्गाजी के किनारे अ विन्दुं पर खड़ा था । उसने टीक अपने 
सामने एक मनोहर पएरूखुकोजोकरिधाया मे वहता इभा चला जाताथा देख 
कर अपने स्थान से गङ्गा मे क्रुद्‌ तैर कर पूलखेनेके खयि चखा । प्रतिक्षण 
मे पूर के वहने के प्रमाणको पू ओर विन्दु के अन्तरः घर्मं से गुणने से 
जो गुणनफख हो उतना प्रतिक्षण मे ल्ड्के के तैरनेका प्रमाणतो वताओं 
किं जिस समय अ विन्दु के सामने से धारयाम वह पूर ९ हाथ बह गया उस 
समय अ विन्दु से लडका किंतना तैर कर गया होगा इस प्रदन मे इतना दम 
जानते है कि अ विन्दु से धारा का अन्तर १५ हाथ दै । उ० २२६८ 


इति ततीयाध्याय । 


[ 





८ चटरारिकटरन 1 
३ 
चतुथाध्याय । 
प्रकीर्णक । 


३८ । कट्पना करो कि 

८१) फ(य) = य तो 

फ(अ) = अ, फ(अ + च) = अ + च, फ(अ + स्व) = अ + रच ~ 
इस दिये 

च फ(अ) + च फ(अ + च) + च फ(अ + स्च) + च फ(अ~+-नच) 
=च {अ+(अ+च) +(अ-+-२ च) +... (अ +न) ] 

= च { अ(न + १) + च(१- २+२...न) } -च { अ(न + १) + =. (न +) 
= च(न + १) (व्य) = (अ + अ + नच) च(न+१) = ज(न+१) (अक) 





उत्थापनदेनेसखे (१२) का 
मान = स्त (१५२) (अक) इसमे यदिचनण्वाननरतो 


क अ यद सिद्ध हा । 





इस का मान = 
परन्तु जव फ(य) =य । फ(य†ताय =  [यताय = च 


इख लिये क फ(य)ताय = ---- (२) प्रक्रमदेखो 


(फ्य)-यः तो 
च फ) ~+ च फ(अ + च) + चफ(अ ~+ स्च) + “ चफ(अ ~+ नच) 
=चञअः+च (अ+च) + * च (अ~+नच)ः 
=च {अ +(अ+२ भच ~+ च + - (अ+ र्अनच ~+ नभ्य | 
= च { अमन + २) + रअच(१+२२३+ न) --च (९ र्‌ + २०५००) | 


न्च { अस्(न ~+ १) + अचन (न + १) + चनन +). (धन + १) | 


॥ि न + १ 

च (न+) | अः + अचन~+चनं ट | 
= (क-म) (१ च्‌) {अ +कञथ--अ + (क--भ) (छ) (रनु) } 
= (क--य) (+) { कअ (क ~अ) (+) } 


दघूकरणपरम्पसा ८७ 


=> (क-अ) { कअ ध ~= (क-अ) [क ४ #्रे अ ~+ | ठ कभ 


ष्‌ 
परन्तु फ(य) = य `. || फ(य) ताय =  [च्ताय ८ ब 





क २. चकर 
इस चयि | फ(य) ताय = = 
स 


दर इस तरद से(२) प्रक्रम की परिभाषा 


सरे स्वतन्वराशि केदो सानौ के मीतर का चखनयन बीजगणित की 
युक्रित से श्रेयो के सोग पर से कर सकते है । परन्तु जां श्रेह्ियौ के योग 
करने की रीति नही जानी जाती वरदा इस रीति से सान्तचलका मान 
जानना कञिन है । 
जैसे यदि फए(य) = खाय तो 

च फ(स) + चफ(ञ + च) + चफ(अ । सर्च) + चक (अ + सेच) + ““ 
+ चरू { अ +चल(न-१) } = च[ञछा(ज) + खा(अ + च) + छा(भ + स्च) 
--ला(ज + उच) + “+ छा { म + च(न--?) } ] 

यहा हम लोग अव छाचार्दैकि कैसे दस शरेदीका योग करे परन्तु जव 
(२) भ्रक्रमसे स्पष्टे किंडइस श्रेढी का योग अवदय 
 [ फ(ोताय [ला (य) ताय यह होगा } इसलिये एेसे एेसे स्थानो नें 
४ अ 
सान्तचलानयन से श्चेढी के योग का पता ठग सकता ह । 
जेसे इसी स्थान मे जव परसिद्ध है कि „^ कायताथ = य छय--य तव 


वृ कृ ५९ 9, 
|| खायताय = खा | क्न | --(क--अ) यही ऊपर के श्रेढी का योग होगा । 


३९ । इख प्रक्रम भै ऊपर के प्रक्रभ को अच्छी तरह से समश्चने के लिये ऊढ 
उदाहरण दिखाते ह । 


(१) ज = फ(य) इस मे श्रेटी फे योग पर से । = 
इखका मान जानना है य्ह, चफ(०) + चफ(च) + चफ(स्व) + चफ(रख्च) 
+ -+ चफ(१) 


[3 ० भ | ++ -नच-- | 
१--चर ^^ १-धचः ५८१ र्यं ५ १-- र 


८८ चखयरिकटन । 


१ १ ६4 १ प 
---- + र ट 
च ५८ ज-१ ८ -च ५८- 














८ -१ ^८नः--8 ५“ न--र 


नच=? ` च~ परंतु चलक्ञान से ॥ र 
© ^. १-य 








श्र 
[1 
~ न= 


इस लिये यदिन का मान अनन्तद्येतो 





1 44 अ र +- ."यह सिद्ध € 
8 ५८ ₹--यं ५८न-- र ^८^न--४ ^८^न--९ 
(२) ॥ दवः २ इसका मान श्रेढी मे जानना हे । 
(२) पक्रमसे 
१ ताय _ च च ख ख च 
|| +य = र 1 रपव रदण्य रचः" ष ९ +१ 
© 
५ 1 + ग 
षि १) १) १) | 
परन्तु चखानयन के प्रकार से ॥ ताय =, इस लिये यदि उपर की 


श्रेदी मे न अनन्तहोतोगश्रेदी का योग होगा। 
1 
(२) चाज्याअ + ल्या(अ + च) + ज्या(अ + स्व) + .+ज्या { अ + (नच, 
दस मे यदिन का मान अनन्तदोतोगश्रेदी के योग का मान जाननादे। 
यहो चिकोणमिति की रीति से ऊपर की श्रेदी का योग 
न्‌ -१ <=ःनच कअ च\~ 
चजञ्या(अ + त्~भ्च)ज्या चल्या(य + फज्या यदि +न =क 


(1 


ल्याद्‌ ऊ पाद 








=-= २ इल छियि श्रेढी का योग 





अव्र यद्यो यद्रि च = ० तो--च~- =२ 
उग्रा 
~य क~ & क । 
रज्या द्‌ ज्या द्‌ = कोञ्याभ-कोज्याक ॥। उयायताय यह सिद्ध हमा 
~| 
दसी श्रेदीमें यदिनकेस्थानमेंन+२ का उत्पादनदेतो श्रेढी का योग 


९ प्रकीणेक । ८९. 
ॐ नुच क ~~ च्च ग्च १ कृ-अ, च 
= चज्या(अ + -रह)ज्या-र च - ज्यार्‌ = स्वावन्या(भ + र ज्या ४. 
= रन्या(क)ज्यास्ट् = कोज्याभ--कौज्याकः यदि च =° 
इसलिये श्रेढी मे यदि एकः पद्‌ वढ़ भी जाय तौ भी योग वदी रहेगा । 
० 1 २ परक्रम से ओर २९ प्रक्रम के उदाहरणं सेस्पण्होतादटैकरि 


 [ कफ(चोताय यह चफ(आ) + चरफ(य,) + -“* + चनफ(यन-?) इस श्री 
अ 
के योग तुस्य है यदि श्रेढी मे न का मान अनन्त कल्पना किया जाय 
~ जर्दो च, = यम? = ०» च; = यरय, = ° ओर यन! = क-चन 
मानोकिञ,क के भीतर फ(य) के जितने मानद वे सव उत्तरोत्तर घटते 
चा वदते है ओर उन मे खव से चङा आ भौर खवसेखछोेखका हतो सव फलों 
केस्थानमेञआओर का का उत्थापन देने से आ (च+चर+चः +" + चन) 
यह पहली ध्रेटी से बड़ा होगा ओर का (च+ च? +-च; + - + चन) यह छोरा । 
परन्तु चन +चर+ -+चन=क-अ दस सिये उपर के श्रेदी का मान 
7 आ (क--अ) ओर का (क--अ) के वीच मे होगा । 
इस स्यि निश्चय है कि श्रेढी का मान (क--अ)गा इसके तुस्य होगा 
जहां गा एक एसी संख्या है जिसका मान आसौर का के वीचमे है परंतु 
फ(य) को घटते बा वदते माना दहै इस लिये अवद्य कोई य कै मानमे यहं 
¡ गाके तुर्य होगा। मानोकिगा=फ{अ+ष(क--अ) } जहां षको रूपास्प 
संख्या है। 
इस लिये श्रेढी का योग = क्फ (य)ताय = (क - अ) फ { अ+ ष(क - अ) } 
इसी प्रकार फ(य) फा(य)ताय इसमे क(य) तो पदखे दी के रेखा समन्चो ओर 
वैसा फा(य) को भी समञ्चो तो पूरवद्ी की सीतिसे 


८ फ(व)फा(य)ताय = चफ(ज)फा(अ) + चस्फ(य ) फा(य) + ..- + 


चनफ(यन-)फा(यन-र). 
यहां भी पूवे दी की रीति से सिद्ध कर सकते हो किं यह श्रेढी 
आ { चफा(अ) 7 चफा(यर) + चर्फा(यः) + ˆ * + चनफा(यन-र) } इससे छोरी 
ओर का { च्फा(भ) + चर्फा(यः) + चः फा(यर) + ~“ "चनफा(यन-) } इस से 
वङ्ी होगी । 
१२ 


९० चलछरारिंकलन । 


इस चयि यहा भी मानो क्रि फ(य) के गा मान मे वास्तव शरेदी क 
योग = गा { च^फा(भ) + च.फा(यः) + चफा(यः) + ` + चनफा(यन- } 
क 
= गा फा(योताय = प { अ+ प(क--भ)) १4 फा(य) ताय 


= ‰ फयोका(य)ताय यह खिद्ध होता हे । 
यदा इसका कुः नियम नही कि ‰( ` फ(योताय दखके मान मे जो 


फा { म+ प(क--अ) } इसमे प है वदी. फ(य)फा(य)ताय सवे मान म 
भी हो इतना अवद्य नियम है कि एेसे स्थानो मे ष सर्वर रूपाद्प संख्या है । 
४१ । सान्तचलानयन से स्पष्ट है कि यदि .^फ(य)वाय = फा(य) तो 
^ फ(य)ताय = फा(ग)--पा(अ) 
‰ -फ(यो)ताय = फा(क)--फा(ग) 
इस छिये < फ (योताय +. 7फ(य) ताय = फा(क) 
--फा(अ) = ‰कफ(य) ताय, 9 9" "4. ] 
इसी प्रकार यह भी सिद्ध कर सक्तेशोकि 


कफ) ताय = ~ कय) ताय “ “ * ~ . . 4 


यदि ./फ(य)ताय इसमे य के स्थान म अ-लदइस का उत्थापन दते 
अ--खछ = य .". अ--य = कताय = तार, 

दरू लिये .^फ(अ--य)ताय = --.^फ(ङ) ताल 
ओर ९ (अ~य) ताय = --.(*-क्क(र)तार = ट फा(रोताख, (२) षे 


मानो किं .^फ(ल)ता = फा(ख) इस छि 
("क (र)ताट = फा(क)--फा(ज) = ^> फ(य)ताय 


इस लिये (क (अ-य)ताय = ८ ° फ(योताय ~~ ~“ 9) 
~क 


(3) मे सारोकतिक=० तो. ° फ(अ--य) = १ °फ(य)ताय 


इख लिये (२) से. फ(य--य)ताय = ध, फो(य)ताय „. . © 


परकीणेक । ९१ 


दसी प्रकार यदि य = रअ--र तो ताय=-तार ओर र= र्अ-य 
इस लिे.^फ(य) ताय = --^फ(२ अ-र) तार 
ओर २ कय) ताय = -- ‰“ फ(रअ--र)तार = .^अफ(२अ--र)तार 
© 
परन्तु (३) की युक्ति से. फ(ब--रोतार = > फ (रअ--य)ताय 
© 
इस लिये ^ फ(य)ताय = ८ फ(रअ--य) ताय 


[~ 


ओर (१) से 6 * फ(य)ताय = ८ अफ(य) ताय + ॥: फ(य) ताय 
इस चयि ^" फ(य)ताय ल ^ फ(य)ताय + ८ (रमय) + * ` * (५) 


(५) वेमेयदियके० ओर अ के वीच सव मानौ मे फ (य) = फ(रअ--य) 
तो ८ फ(थ) ताय = २ ^ फ(य) ताय ~ ~" * ° * (दे) 


ओर यदि थ कफे ° ओर अ के वीच सव मानौ मै-फ(य) = फ(रज--य) 
तौ < फ(य)ताय =© ` १4 4 3 (७) 


जैसे यदि फ८य) = ज्याय तो फ(.--य) = ज्याम(*--य) = ज्याग्य 
विकोणमिति से 


अ शरा अ 
इस लिये || फ(य)ताय = | फ(य)ताय = र 1 फय)ताय 


ण प्ठ 
= २२ ज्या्य ताय = || ज्याष्यताय -*-“* -***"" - (६) से 
५ 9 


ओर जव चिकोणमिति से स्पष्ट है कि कोज्याय = -कोज्था (*--य) 
दस खयि यदि म विषम संख्या हो ओर फय) = कोञ्याम्य तो (ॐ) से 


ल अ धरम 
सिद्ध कर सकते हो कि ॥ फ(य)ताय | कोल्याग्यताय = ° 
0 © 


8 
(र) प्रक्मसरेयदि || उ्याग्यताय इसका मान शरेदीमे खावोतो 
€ 


च { ज्याग्च +ज्यागसश्च + ज्याभदेच + ˆ - + ज्याम्(न-श्च) फेसा होगा 
जहो नच = म 
यहो स्पण्र देख पडता है कि उ्याग्च = स्याम (न-श)च = ज्याम(--च) = ज्यामच, 


९२ चदटसरिकटन । 


ञ्याश्स्च = ज्याग्(न--र)च = ज्याग(ग-- रच) = उ्यागर्च, इसी तरह ओर भर 
दिखा सक्तेहोकिदोदो पद्‌ तुस्य आवेगे इस लियि इस परस भीरि 


प्र 4 
कर सक्तेटो कि | उ्याग्यताय = र| <्ध(ग्यताय 
© © 


दसी तरह से यदह भी पद्ध कर सक्रतेहो कि ^ कोल्यामयताय =° 
© 


यदि म चिपपदहो 

यदि से कवड्ादहो ओरय करं अ ओर कके वीच फिघ्ी मान मे फ्‌ 
सर्वदा घनातक दोतो स्पष्टैः कि .८र्फ(य)ताय इसका मान जो (२) 
पक्रम से श्रेढी मे भता है उस मे भत्येक पद धनात्मक ही रहेगे इस छिये धर 
का योग अर्थात्‌ ¶ फ(य)ताय यदह स्वेदा घनास्मक ही दोगा । 


४२1 ऊपर कै प्रक्रम मे सान्तचल के लिये जो कछ वणैन किया गया दै व 
सथ तभी शीक दिखा सकते हो जव फर अर्थात्‌ जिस का चख ज्ञान करना दै, 
ओर क के वीच स्वतन्र रादिके मानो मे सान्त हो ओर यदि अ, ओर कके धीय 
किसी स्वतन् सादि कमान मै फर अनन्तके तुव्यहोतो ऊपर की विधिपे 
अर्थात्‌ श्रेदी की विधि सरे सिद्ध होता है किं सान्तचछ ज्ञान नदी दो सकत। 
केसी स्थिति मे अचदय परीक्षा करनी चाद्ये । 





्ञसे ~ ~ क| ताय ___१ > 
जसे चत्ानयन से सिद्ध हे { ब लिये 
(1 मान आया 





पर्ल | पलवार दस का मान यदि (२) भ्रमसे श्री मे ले भवो 


तोच | (न) (6 + ॥ पेखा होगा । 


दल मे स्पष्ट है कि भव्येक पद धनात्मक है इस लिये धरे कायो 
२ ताय 
(१--य) 


नयन से --२ यह मान स्सिद्ध हुभा अघ्युद्ध ठहरा । यहाँ ° ओर २के वीच 


अ्थौत्‌ > यह धनात्मक ही होगा। उस कारण पटे सान्तचटा 





यकामान१केतुव्यमानो तो ह यद अनन्त के चव्य होता ६। 


पकीणेक । ९२ 





इसी प्रकार || = _ ताय = २-२ \८१--अ यह सान्तचलानयन से 
७ \८ई--य 
हे 


न 
\^ ९-य 
ताय 


होता है। इस लिये यहां पेखा कहना पडगा क्रि ( ---- इसका 
---य 


सिद्ध होता 





परन्तु यहां यदिय=१९तो यह अनन्त के तुल्य 


मान सान्त होगा यदिअ<-श्टोतो। ओरथअका मान जेसा जैसा क 
अ ताय 


यह २ के पास पास आवेगा। 
\^ १--य 


पास होता जायगा तैसा तैसा 
© 


७३ । (२) प्रक्रम में ५ फ(य)ताय दस के मान मे क, ओर अ दोनो 
अ 
को जो फ(य) के एेसा सान्त कल्पना किया है वह सवेदा ठीक नही कभी एक 


कभी दोनो विरोष स्थर मे अनन्त के भी समान हो सकते हैँ । 


जैसे | ताव _ =स्पध्य दस लिये ५ १ = स्पप्म यहां स्पष्टहै 


किल्योञ्योथ का मान बदृता जायगा व्योव्यो स्प का मान 


णके पास पास होगा इस स्यि यदि अन्तो स्पअ=- रेल 





[**९ 0 श्र [* 
दोगा इस लिये | हयः = ‡ यह सिद्ध इ । 
© 


ताय_ 
श = (१+य) 


इख चि | नत नटा (१) यहां भीस्पष्ट्टे किज्योल्योअका 
© 





इसी पकार 


मान बढ्गाव्यौ त्यौ खा (१५+अ) का भी मान वहेगा इस ल्यि यदि 


० ताय 
~य 


© ९ 
2७ 1 कट्पना करो कि फ(य) कां मान अनन्त होता है यदि यग 
जहांग, अ ओरकके वीचमेंदहै तो (४२) प्रक्रम से स्पष्टे क्ति यहां 


अ= ०तो खा (१+अ) = = = यह लिद्ध होता है । 


| क क(य) ताय इसका मान साघास्ण सान्त चखानयन से ठीक नही 
8 ४ 


९.८ चटराशिकलन । 


आ्वेगा इस लिये पदे यहां 6 गदर फ(य)ताय + 6 फ(य) ताय 


ग +द्‌ 
इस का मन ठे आवो इसमें इ, का मान शून्य मानने से (४१) प्रा 
क्ते (९) समीकरण से 
8 फ(य)ताय = ६१ फ(य)ताय + (@ ५ फ(य)ताय 
अ 
यह सिद्ध हो जायगा । 





जसे यदि फलय) = त ९ त तो [ फ(योताय = - छा (ग~-य) 
इख चये { ग-‰ फ(य)ताय = --खा { ग-(ग-इः) } 
अ 
-- { -खा (ग--अ) } = -ग--अ 


ग ~+ दर गदर य 


~ > ह | 
ला दस च्ि दोनो का योग=खा बन -- छठा २ 
९? 


इसी तरह फ(य)ताय = 


ग~+ड्‌ 


4; 1 श 
= लाय (कताय क्योकि यद्यो इ, = ° माननेसेभीला 
क--ग णं ग 
अ 
मे कड विकार न होगा । 


फेसे मान को क्यासी (21५11) साहव ने ध कफ़(य)ताय इसका पुय 
मान यह नामस्खाडे। 


४५ । | -न् इख का मान सिद्ध है कि = स्प यह होगा 





असतयं 
इस लिये ^ यदा यदि य = स्पप तो ताय = छश्पताप तव 
ताय्‌ 2 छपताप _ ९ स्प? [ख | 
अ~+यं अः स्पप 
छेग्पताप 


यहां यदि प = ° ओरण््डोतो.^- दस का मान 
€ 


अ+ स्पप 
९ स्प )- स्प? घ) स्प? (०) -- स्प (०) 


प्रकीणैक । ९५ 


(9 


देखो ययँ दोनो खण्डोका रूप पक दीदे दस लिये बहुधा श्न्तिसेजो 
` छोग कि सान्तचलानयन मे निपुण नही हे दोनो मानो को समान मान उत्तर 
` शल्य के तुर्य कगे जे कि वास्तव मे अश्ुद्ध है क्योकि यदि सान्तचर का रूप 
(२) प्रकरमरेष्रेदरीसेरेआवोतो 


च +._ चेश्व चेचध्व _ ,.. . , चरे(न--श्च 
अ अ+स्पच अ +स्पन््च अ ~+स्पलन--शच 
यह होगा जिस मे स्पष्टैः फि प्रत्येक पद धन है इल चयि रेदी का 
प्र ्‌ (स 
योग अथौत्‌ -खे-यताष _ यह कोई घनार्मक संख्या हे । यदी ७१वे प्रक्रम 
अर~स्पष 
© 


ङे अस्त्य चाक्य से भी सिद्ध कर सकते हो कि यहां सान्तचङ का मान अवद्य 
धनात्सक संख्या होगी 1 
इख लिये यहाँ पर विचार करना चाहिये कि वास्तवमे पके ० ओर; 


मान मे रूप २ (ॐ) का क्या मान होगा । कस्पना करो किं०, प, ष. 
पः, -. "पन, " यह एक श्रेय है जँ उत्तरोत्तर अधिक पद्‌ है ओर 


छेष व 
अल्पस्य =र तो (७९) वे प्रक्रम फे (१) समीकरण से 


(1 छेः प 
पताष . क 2.4 ७. | 
स रताप = रताप रताप + प +~ 
अ+ स्पप 1 ॥ प ८ 
[५ 


© पर 
षत 7 
४ ॥ रताप + रताप 
घषन-१ षन 


यँ स्पष्टदहैकरि नका मान अधिक करने से पड भौर पड+१ के अन्तर 
को चाहे जितना छोटा कर सकते हो इस ल्य 

षड्‌ + वि [ स्पपट+.१ | ~ [ स्पषट | दः 

।* क~ ग~~ = स [~ 

[8 रतापजस्प = स्प सः | यह अवद्य शल्य 
के तुस्य हो सकता है यदि पर+--षड्‌ = ° 

इस पर से सिद्ध दोतादहे कि ज्यो ल्यो षका मान ब्हेगास्योव्यो 
स्प "(स्यष) इसका भी मान वदता जायगा इसय्यिष के ०मान से 
ग मान तक एक वार यह भी चद्‌ कर ऋ इख मान के पार हो जायगा। 
जा न कोई विषम संख्या है इख चयि यदि षके शल्य मान में 


९६ चटटयदिकखन 1 


स्प?) सका माननन्मानोतोप केत मानमे स्प (=) इसका 
मान (न + १)5 अवदय मानना पड्गा चस लिये 


[ छे्पताष 
अ -+-स्पष 


ॐ स्प व | स्प | = | ९ 1 स्थ "(°)--सप (०) | 
त { (न+) न-न 7 } = ‡ यह सच्चा उत्तर होगा । 

अथवा 7 स्प, (ज) इस मे मानो किस्पः ऋ) षा 

." -स्पपा = ज स्पष अव चङनकलन के (३०्४) परक्रम के (१) समीकरण से 
यदिमन्न = ओरम= त तो 


४, र 
पा = ष--मस्यारष + र ज्याऽष- च ज्याद्प + ... रेखा होगा 


इस करा उत्थापन चट मानमेदेनेसे 


छेपताय _ मः मः 
प 9 श ॥ नि] न= न द [| भ 
प सपव = भे (प -मनज्यारष ^+ र ज्याऽप- चु ज्या +") पेखा इ 
इस मेप का मान शून्य आओरन्मानो तो स्पष्ट दहै कि 
छच्पताप भम म 
उम सय = ज ("-मन्यारन + दज्याछ"-- -दूज्यादेग > “) 


र द्‌ 
~ त (०-मज्या० न च ञ्या०- इज्या + * ) 


= उ --° = 5 यह वड़े खाधव से सिद्ध इभा । 


परी क्रिया जो दिखलाई गई है उसे टाड्हण्टर ( {0वा पाठा ) साहव 
ने अपने चटराश्चिकखन (1111९21 (2165) के दवं पक्रममे लिला है। 


क, श 


प ५, 
ओर दसस क्रिया से स ~ दरस का मान जो दिखाया टै वह मेरी 
कर्पना दै । 


दसी धकार ठोनो सीमाो के भीतर वास्तव मे क्या मान दै इसकी परीभ्ा 
के खयि विदयार्धिर्यो को चादिये कि बडी सावधानी से क्रिया कर कर्योकि ण्स 
स्थानो मे चहधा संायात्मक मान पड़ जाते हे जिनका ठीक विचार न करने मे 


प्रकीणैक } ९. 


1 तुरन्त मान मे अश्युद्धि हे जाती है । 


| 


== क 


इस विय पर पक ओर उदारण दिखाते हे । 


- य॒ = 
चखानयन से सिद्ध है किं | त ज्या ऊःदस लिये 
\^अ--य 





५ तायः व =+ 
=> = ज्या (+ ₹)--ञ्या (--)यद सशयात्मक हुभा ; 
~य ५८ अं --य 
क्योकि लिकोणमिति से हे कि 
ज्या { (छम +) } = +१ ओर व्या { ४ न-१)2) =--१९ जां म 
ओर न कोई अभिन्न संख्या है। इस स्यि म भौर न का भिन्न-मिन्र मान मानने 
से अनेक मान आ सकते है ] 


इस संशय को दूर करने क लिये विचायो कि-अ सरे वदृते वदते जव य, 
+अकेतुस्य होगातो निद्चयदै कि एक वार शून्ये तुल्य होगा इस चये 
उ्या-\(--१) यह वदृते बदृते जव ज्या "(+ १) इसके तुल्य होगा तो अवदय इस का 
पक ही मान ज्या” (०) यह होगा इस लिये यदि ज्या '(--१) का मान (४न-१)> 
यह मानो तो अवस्य उ्या-८०) का मान (धन--१)>+-> यह ओर 


` उ्या(+१) कामन 


(४न--?) २ +‡ + ‡ = (छन-र) इ + > यह होगा । इस लिये 

ज्या-'(+ १)-- ज्या" --र) = (छन--१) =+" -- (धन--१)६= न यह 
निचय मान इभा । अथवा पहर ज्या -' दस का मान चलनकन के (२०) वें 
प्रक्रम के (३) उदादर्णसेश्रेदी के रूपमे 

१ य + १३ 


य यु 
उ्या' अ = ङ + --- ~ 
९ १.२ रय २.४ 
इसमे य = अ, ओर य = -अ, यह मान कर 
4 


१२ 


१.३.५ य 
२४७६८६०७अ 











= 
9 (21 


ज्या (+) १९ 


२--.. = --ज्या ` (+ १) इस लिये 

ज्या (+ १)--जञ्या-(- ९) = सल्या -"( + १) = २१ = > यह सिद्ध हुआ । परन्तु 
इस यात का यहा अव्य ध्यान रखना चाहिये किञ्यापर से इस श्रेदी छारा जो 
चाप का मान आता है चह सर्वदा २ इस से अस्प इस लिये यर्हा मी पदर के 


एसा इस एक मान कः छेकर चिचार करना चादहिये । 
१३ 


९.८ चटयशिकख्न । 
७६ । जय ४० वे परकरमसेस्पष्टैकि 


| केकय = चफ(अ) + चरफ(यः) + ˆ “ + चनफ(यन-) (र) 


॥ क्फा(य) वाय = चः्फा(अ) +- चफा(यः) +... + चनफा(यन-) ` (र 
1 


गीर [क (य)वाय = चऽकि(अ) + च.फि(यः) +. * + चनफि(यन-)""" २) 
स 
होगे इख छिये फ़ (अ), फ(यः), फ(यर), =. - फ(यन-) प्रत्येक 
क्रम से यदि फा .अ), फा (यर), फा(यः),* "फा(यन-र) 
ओर फि(अ), फि(यः), कि(यर),* = फि(यन.-र)दइन के प्रत्येक पद के भीतः 
हो अथौत्‌ फा(अ) यर किम) के वीच मे फ), फा(यः) ओर पिय); 
वीच मे फ (य) इत्यादि हो तो स्प है कि दूसरे ओर तीसरे के प्रत्येक पदी 


योग अथौत्‌ ६ फा(य) ताय ओ [कि (य) ताय के चीवमे [को 
।८ | 1 


यह दोगा । 
इस पर से यह सिद्ध होता है किं फ(य) यह फा(य) ओर फि(य) के वीच 
होयकेअ ओर क फे वीच किसी मानमेंतो 


क „^ (क्‌ = क, ~ 
। फ(य) ताय यह नी 1 फा(य) ताय जर | फि(य)ताय के वीच मेहोगा। 
।:/1 ज ज 


जैसे निकोणमिति से सिद्ध है किं च्याः्नष्य यद्‌ स्चैदा ज्याय भ 
उयारन+्य के चीचमे रहता है अथौत्‌ ज्याय 7 ज्यान ध्य 7 ज्यान तो 


ऊपर के सिद्धान्त सें ५२ ञ्या यताय 7 |> उय(्न"+्यताय 
© © 


7 ८. उ्याशन+्यताय यदह होगा । 


४७ । यदि फ (य), यके स्थानम अओरञअसे वद्य संख्याका उत्थापन 
देने सरे उत्तरोत्तर न्यून होता जाय तो ॥ 
फ(अ) + फ(अ + १) 1 फ(भम + २) + . अनन्त यदह श्रेढी ओं ॥ फय)ताय 
| 
यट दोना सान्त अश्वा दोना थनन्त हदोगे । 


(8 


"कः 


` क--अ)फ(अ) = फ(अ) 7 


पकीणक । ९९ 


्योकि (४० ) वे प्रक्रम मे क=अ-१ पेखा मानोतो सिद्धटोगा कि 
चक (य)ताय ^? (क--अ)फ(अं + १) = फ(अ + १) 


र फ(म +२) 


अ-> 
` शली तरद फ(अ+१) | फ(य) ताय 7 


8; 


फ {अ+ (न~) } 7 1५ फ(य)ताय 7 फ(अ +न) 
अ+(न--१) 
तनौ क्रायोग कर्न को अनन्त मानने से (४९) वे प्रक्रम फे (१) समीक्ररणसे 


फ(अ) + फ(अ +~ १) +फ(अ + २) + 2 | र फ(य)ताय ८ ए(अ + ९) 
(1 


+ फ(अ +>) +फ(अ +) +. ˆ यह सिद्ध इञा । 
9 
इसलिये यदि शरेद्ी सान्त होगी तो | फ(य)ताय यह सान्त र प्रेद 
© 


के अनन्त मे अनन्त होगा | 
४८ । यदि खयनख, खा { ल(य)} =खय(य)साखा[ स(य) } ] = खाय) 
इत्यादि कस्पना कसे तो चटखनकख्न से 


| { खाः+"(य) !  † [नरद दत 
ताय १--ते 


ध ठे चदि न^गयनवलातकललुकालतत् रन ¶ ल्क 


प ~त 
तो  [ फ(बोवाय= सद यदितरूपके तुल्यन हो ओर यदित 


रूप के तुव्य हो तो.^फ(य)ताय = छार+च(य) होगा । 


गोर || पफ(य)ताय = - _{का'अ) । १ 


लं य॑दित7१ भौर यदित=श्वा 
अ 


त-<१ तो [ र फ़ (य) तायः = ० इस छिये (४७) वें पक्रम से 


अ 


तकाया चथ 
फ( य॒ ) ४ यखा(य)ख( य्‌ ) र -खा५(य) { खाः य ) ततदर्स मय को स्थात 
मेञ,अ+१, अ+, इत्यादिका उत्थापन देनेसेजो श्रेढी होगी बह सान्त 


१०० चखराशिकन 


होगी अर्थात्‌ उखके उत्तरोत्तर पास के दौ पदो का सम्बन्ध एक से भख 
जायगा 1 चाहे पदं की संख्या कितनी ही हो 1 
४९ 1 कटपना करो करं जिस मे अनन्त पद ह वैखी एक 


१ ६८ र १ 


प्रेदी म, (५ 
नय न [क न -~-----~-~-~---> न नाम नू [हि एव, यह ट [स ॥। 11 
फा(न) का(न+१) फा(न +र) फा(न+३) 





किसी एक पद्‌ का मान स्ह ठेसा समन्चो । अव यहाँ इस वात काफ़ 
खगाना है कि उख श्रेदी का मान सान्त होगा वा अनन्न ! यदि ध्रैठ़ीकाग 
अनन्त होगा तवतो स्प्टहीदहैकिज्यो ज्यो य वदता जायगा व्यो व्यो नः 
भी वढ़ृता जायगा । इसन ल्य यदि रेट का मान सान्त होगा तो निश्चय दै 
ज्यौ ञ्योय वदता जायगा स्यो स्यो फा(य) भी वदता जायगा । 


1 कर्पना कयो किं न से आगो अनन्त तक चाहे जितना य वहता जाय पर्‌ 
६4 

फा(य) 
म ५. २ 


संख्या ओरत7१ हे । पेसी स्थितिमे४७ये प्रक्रम सेस्पष्टटे किं उदि 


स कामान सर्वदा -- इससे छोटा है जहदांग ओरत कोचि 


ग ग ग ४ । स्प ह 
व इस श्रेढी से अस्प £ 
+ (न +१)१ (न+) = ९ । 


इस दिये स्वयं भी सान्त होगा । 
[3 श ग्‌ 

यदि ~= ^ - ~ 
भ फा(य) < यप 


ओरत खां (य)८ला { गफा(य) } टशघ्ुरिक्थलेनेसे 


त 


यत“ ग फालय) 


सिये द ॥ गप | ) (र [१ (1 
रय टख्येत ख्‌ _[ गफाय) +. इस मे यदि य = € तो ह्र ओर ०९ 


खाय 
हि दोनो अनन्त होते ह दस चिये चख्नकलन के ५वे अध्याय से 
ा(ˆश ) 1 | 
7 \ गाय) , इस का मान यमय) चह दोगा । इस लिये इ 
खाय फा(य) 


य के स्थान मे अनन्त का उत्थापन देने से इस दुुक्तभिन्न का मान यदि पक ४ 
अधिकदटोतोतका णसा मान मान सखकतेद्ैजोकि एक सरे अधिक अर्था 
सवेदा य ८ ग फा(य) हो । यर इसी तरह यदि दृ्तमिन्न का मानक 
न्युनदोतोतका मान पेसा छोटा मान सकते है जिस में सर्वदा याग फा) 
ले पेसी स्थितिं श्चेदी का मान अनन्त होगा) 


प्रकीर्णक । १०६ 


) इख पर से यह सिद्ध होता है कि किसी श्रेदी मे यदिय के स्थान मे अनन्त 
यणा (य) 
(फाय) 
भान सान्त ओर अस्प हो तो श्रेढी का मान अनन्त होगा । 
यफा(य) 
फा(्य) 


का उत्थापन देने से इस का मान एक से अधिको तोशरेटी का 


परन्तु यदि इस का मान एक कं वरावर होतो (४८)वे प्रकमसे 


गय? प) [> ०9 © भेभ्य स्थशिनि 
फ(य) ताय = १ दस ल्य फ़ (य) ताय = ० एसी स्थिति 
न 


मे अव यह नही कह सकते कि उदि श्रेढी का मान सान्त होगा वा अनन्त | 


अवमानो किं न से ठेकर अनन्त तक य के मान से 
फो(य) 


गम्‌ = 4 न, (५ 
इससे छोरा रहता हे जहां ग ओर त स्थिराङ ओर त7९ 





य{ छाय} 
तो ध८वं प्रक्रम से स्पष्टे किश्रेदी का मान सान्त होगा । परन्तु 
१ ग „ =} त „ गफा(य) 
~ ख्य ठघुरिक्थ छने 
फा(य) < य(खाय) [त्व । ख से 
1 
> गफा(य) य रऊागफा(य) -- खाय) 
तलखाभय त ल्ल = ---ख््ला 
य) ८ला ~ रा च 


यहां भी य के अनन्त मान मे यह दुप्तभिनच्न इभ जिस कामान चटनकटन के 


देद्वे पभक्रमसेला८य) 1 ग -- १ यह होगा 


दरस लिये इस का मान यदि पक से अधिको तो श्रेद्ी का मान सान्त ओर 
एक से न्यून मे अनन्त होगा । 
दस द्बुप्तभिन्न का मान यदि एक के वरावर होतो फिर पहरे के पेल 


गणे 
इस कां मान यक ए क्ब्वोत 
काल्य) यला(य) { ख(य)} 4 


छोटा कस्पना कर पठे पेसी क्रिया क्ये तो दुक्षसिन्न का मान 


अनिश्चय होगा । तव 





इस से 
यप) 
लाय) [ खा(य) { -कात्वः -- २ } ] सखादोगा 


॥ | 
५ _ ~ यफा(य) यफा{्य) 
इस मे यदिं -काल् ता खा(य) । कात्र -- ? } = ता 


[+ 4। 
५ 
९ 


चटराद्िकलन । 


| 
= यफ{य [घ 
लखा (य) [ला(य) ¦ काव १ |=तार्‌ इत्यादि मानो तो 
साधारण यह क्रिया उत्पन्न होती ह 
ताः = खा(य)(ता०-१), तार = खाय) (ता,-१ ), ता = लाय) (तार-१) 
ताम = खाय) { ताम-१ --१ } । इस छिये इस सिद्धान्त पर से ता, ता+ ता, 
इत्यादि के मान वनाते चे जावो ज्ञि का सानं एक्सरे भिन्न दो उस्परसे 
उदिश् श्ेद्ी का मान सान्त वा अनन्त है इस का विचार कर सकने हो । 
जः = फि(योतो फा(य) = ९ 7 उत्थापनता, मे देने 
४. (य)तो फा(य) किट्् इछ का उत्था दे 
(~~ 1 
यफा(च) याफे(य) ~ ७ इत्यादि 
= = स तण्ला दोगा आगे ता तार्‌ इत्या! 
ता. त्र) चिथ खा टोगा फिर आगे ता, ता, 
का मान पूर्ववत्‌ जान सकते हो । 


॥ 
> यफि(य) स्यि) रसक्रो 
चरुनकख्न से क्त्वो ~ य { क्रत्व; प | यह भी सिद्ध क 


= फिं(य +-प) _पि(य) _, 
हो जव य = = क्योकि ठेखी दशाम किलर कटवः जहां ष ८ १। 


इख भकार से श्रेढी का मान सान्त वा अनन्त दोगा यह खव डिमारगन 
(धातव) = साहव ने अपने चलनकलन ओर चङराशिकटन 
(10170 ल€ाल्ा{] 211त्‌ 111९121 (41८ पाप्ञ) कृ २०८-२१० प्रणये डिषा 


दे 1 इस मे यह कुछ नियम नही किं द्ठभिन्न ही के भकार से मान ठे आधे 
चाद्िये करि जिख प्रकार से खाण्व हो वह क्रिया मसो । 


जेसे जिस ्रेदीकान संस्यक पद्‌ (ल) अतं यह दैउस का मान कैसा 


दोगा यह जानना है यां 


(०.४ {= ल, गदि भि) = (न 
(न्द 
य 
टस लिये छघुरिक्थ ठेने से 


खा { फि्य) } = (अ+ ४१ (>) =-- (अ+) ला (च) 


तात्कवाटिक सस्वन्ध निक्राटते से 


प्रकीर्णक । १०३ 


५ | + क | कलाय 





इस 
यफि(य) कलाय 
ता, = - ~= (अ+ इस मे यदिय= न्तौ 
फि(्य) ८ ६ 
-के_ = ०, ओर कखाय = क -६- = ० लु्भिन्न के आनयन से । 
य य य 


इख लिये ता.=अ ! इस लिये यदि अ? तोश्रेटी का मान 


सान्त ओर यदि अ. ८९ तोश्रेही का मान अनन्त होगा । 
५० 1 कर्पना करो कि 


1 ठः 1 खगन 
फा(र) = फ़ (य-ल) + कुफ(य-) + [द्‌ फ (च-ल) +" + [सृ फ(य-ल), (द) 
ख के वश से तात्कालिक सम्बन्य निकालने से 


पौ(क) = फए(य-छ) + फ(य-ल)-- लप (य~र) + कफ'(य ~र) न्तस '(य-ल) 


न~? ^ 
1 ९ बन्द फन(य-र) -- = फ" (यर) 
व (नन फन +१(य--र) 


, छके०ओरचके वीच मानमे दोनो के सान्त चल मान 


फा (च) -फा(०)=-- | ठकनफन+{(य--छ)ताल 


~~~ 


परन्तु (९) मेखकेस्थानमे० रच का उत्थापन देनेसे 


फा(च)--फा(०) = फ(य- च) + चफ (य-च) + ड '(य--च) + - 


॥ 
क 4 फन(य--च) -- फ(य) 
=- र| कन फन+\(य--रु)तार 


य के स्थान मे अ ~+-च का उत्थापन देकर पश्चान्तरानयन से 


फ़(अ + च) = फ(अ) + च फ(अ) + च्‌ फ'(अ) ¬+ - - - + ् फन(अ) 


९०४ चङराद्िकखन । 


+ | ह र ङछनफ़न+{(य ~ रु)ताट 
¢ 


इस चछिये फ(अ + च) इस का चटनकलख्न मे रेखर के सिद्धान्त से जो भेदी 
मे मान आवेगा उसमे न पद्‌ फे अनन्तर न~+१, न+, दूत्या जो पद होगे 


१ च ध 
उनका योग न | खनफन+*(य - छ)तांल इस सान्तचरु के तुद्य हागा 
` © 
जिस का मान (७०) चे परक्रम से | पनचन+ "फनः .(अ + च-पच) एसा वा, 
¢ च नः 
| = पन+(अ+च - प्च) [| कताल्नन फन-‹ { अ +च(९-प) } | सनता 
स प (त. 
क 


५ 


© 


रः क ( 
न+"(अ + चप ^ छन्तार पेखा हो) [ जहां प, = ९ --प = कोई एक 





ख्या हे ल = न 
से न्युन संख्या है ] = नर्त १,५अ + चपः) पेखा होगा 





५६१ 1 जव चखनकर्न से सिद्ध दै कि फट का वा फ मे स्थिसङ् युत बा 
रहित का तात्कालिक सम्बन्ध पक दी होता इस लिये एक ही तात्कालिक 
सम्बन्ध का यदि कई एक प्रकार से चखानयन करोतो स्पण्टैकियेसव 
तुद्य हदोगे चा उनका अन्तर को$ स्थिराङ्क के तुस्य दोगा ! 


जैसे [[ र > [चाच (१--य)-> = --| -- ताय (१--य) ° = 


यदह प्रथमाध्याय के (३) स्र सरे सिद्धह्आ । ओर इसी मै यदि 


ताय तार 
0---= = > = ~~ थथा तीक्षरे 
(१--य) ॥ 2) र< १ प्रथमाध्याय के 


9 [3 
--- = १ = स्थिराद्धुके हुभा। 


खञ्च से । ए्रख छिये दोनो का अन्तर ~ ० ; ~ 


पेसे री सव जगद जानना चाये 1 


दसी जगह यदि व ह {~ दख का मान जानना हो तो स्पष्ट है किोना 


पर से प्क दी अवेगा क्योकि .^फ(योताय=फा(य) चा, ^फ(य)ताय 
= फा(य) + स्थि फेला मानो तो पटले से > फ(यताय = फा(क)--फा() 


प्रकीर्णक] १०५ 


ओर दृखरे मान से भी फा(क) + स्थि -- { फा) + स्थि } = एा(क)-पफा(म) 
वही हुआ । 

एक ही तात्कालिक सम्बन्ध का भिन्न भिन्न रूप मे चलोनयन कर ओर 
उनपरसेदो सीमा केभीतर दो सान्त चलखानयन कर अनेक चमत्छरत 
समता उत्पन्न कर सकते हो । जेसे खण्डचलखानयन से सिद्ध है कि 


म /9. नं ५ यम+६(१--य)न, न म+१/५ .. >\ न~ 
[च २ (१--य) नताय न्वत ८ | य (१ - य) न-(ताय 


इस चयि .८प्यम(१--य)ताय = बत ८ ष्य (१--य)न-" ताय 


वार वार यही क्रिया करने से 


१ म नताय = न(न--१) (न--२) ~ ~ १ , 
|| य१(१--य) तताय = (म +) (सन्रो --त्वन्नन्स (१) 


ओर दियुक्पदसिद्धान्त से 
0 न(न- १). २ _न(न-१) (न-२), २, ,, | 


= यम--नयम +? + नि न(न १) (नरवन „ , . 


3 
इख लिये प्रथमाध्याय के (३) सू से 
म+२ 
यम(९्-य)नताय-य'" _ _न यम++ _ न(न-र) यम+ 
(१--य )नताय 2 रष्वस्ह्य 


= न(न--र) (न--२) ४ 
[उ्ननण + 





> (१ म न~, १ न _ १ न(न--१) _१ 
ओर = रः 
॥ ५ यम(१-य)-ताय ~ ~ 
न(न-१) (न-२) १ नः 
॥ि | इ. त्रत ` + ऋ (म (२) 


इस चयि यछ ऊपर की युक्ति से निश्चय है कि (१) ओर (२) का दिना 
पश्च परस्पर तुल्य हे 1 । 
५२ । खण्ड चलानयन से सिद्ध हे कि 
^ फ(य)ताय = यफ(य)-- ./^ यय) ताय 
| यफ (य ) ताय = ् फ(य)--९ [व (य)ताय 
९४ 


१०६ चररािकखन । 


| य फ (य) ताय = प॑ (य )--3 | यर य)ताय 


इन खच का एक एक मे उत्थापन देनेसे 
६1 द्‌ य 
[ फ(चोताय = यफ(य)-- (य) + तत पफ(य)-- ष प(य)+ . “" 


~+ (-0-यन्फन-पय) ६, | यनफन(य)ताय 


इख लिये 
4 फ (य)ताय = अफ (अ) - श फ़ (अ) + द्र प; (अ)-- र्नो 1 


§ ~> 


~ ~ = फन! (आ) + (9 -| भन (य)ताय 


इख प्रकार से सान्तचर ज्ञान के लिये यदह जो धरेद्ी उरपन्न हुई दे उपे 
वर्नरी (8€70पा]) साद्व ने निकाला है इस लिये उनके आदसरथं इसके 
वर्मटी की श्रेदी (€10प1*5 5661165) कते हे । 

यह जो फ८य) का रूप यन- ईस तरह का हो वहां पर वङ्‌ काम की 
क्योकि एेसी जगह पर 


न() = ताय 7१) शट ^ ताय 
फन (य) = "तमन --यद शल्य के कस्य होगा । अथवा जहां पर ८ फ(य) 


> +^ 


इसकी अपेश्ना ८ यनफन(य)ताय इख का मान खज मे निकलता हो वरा प 
भी यह वड्‌ कामकी दहे) 


जापर -(यच्फन(य) ताय इसका मान बहुत शद्‌ टो वहां परभा 


स्वस्पान्तर से ^ "फ(यताय इसके आसन्न मान का नान इख से सहजमरो 
सकता है । | 
५३॥। जव कि छिद्ध हे कि .८फ(य)ताय यद य॒के उस फल को वताता ६ 
जिसका तात्कालिक सम्बन्ध फ(य).ह नव स्पष्ट है कि पक्र फल रेखा भी टा 
लिखक्रा तत्काछिक सम्बन्य./फ(य)तप्येयर्लो थात्‌ यदि.८फ(य)ताय = फा(य) 
माने तो ./ फा(य)ताय यद भी पक मान जशन सकते ठो जिसका तात्कािक 
सम्बन्ध फाय) के समान हागा 1 रसे दी वार बार चटनान कर सकते टो 1 


प्रक्मी्णंक । १०७ 


इसको ./ फ(य)ताय = फा८्य) । ^ प्त(योताय = „^^ पए(य)ताय ताय = फल्य)। 
^ पि(योवाय = .^ ^ फा(य)ताय ताय = ^ .^ ^ पफ) ताय ताय ताय 


इस तरह से चछिखते है । ./८ „^^ „^^ फ(य)ताय ताय ताय यद परकाड 
करता है कि .^ फ(योताय उसके मान को ताय से गुणने सेजो दो उछलकर 


चर मान को फिर ताय से गुणकरः गुणित फ का चर है ! 
ज्ेसे ^ ताय =य~+गः 


-# यः 
॥ (य + गरेताय = | | ताय ताय = - + गत्य +गः 


{९ +- गभ्य + गर) = 1 [ (य + गताय ताय = | ताय ताय ताय 


(11 ॐ = =, क र 
श्य + गन्य + ग- जहां ग्ग इत्यादि स्थिराङ् दे । 


न्‌ 


यः 
= ~~ + 
दे 


इसी तरह यहां न वार चछखक्ञान करे तो स्पष्र दै मि उख का मान 


आयन + आन्यन-१ + आन्यन-- + . . * + आन णेखा दोगा जहां आ, आनः 
इत्यादि स्थिराड है 1 
५४ । यदि. च ताय = च९,.८चताय = च२.८शच~ताय = चः इत्यादि भानो 


५ व > ओर ताज ताज ध 
जहा च; चर, इत्यादे यके फटे ओर क = +~ = ज->, इत्यादि जहां 


जय काको फल दै तो खण्डचदानयन से 
<^ चज ताय = च्ज--.^ चज ताय = चश्ज९ -- चज? + „चज; ताय 

= चश्ज--चरज! + चःज-- चज + -* + (--१)न-ष्ववज त 

+ (--९).८चनजनताय इसी श्रे मे यदि च = १९ ओर ज = फ(य) मानो तो 
वनी की श्ट उत्पन्न हो जाथगी इख च्थि इसष्रेद्ी को वनलीमे शेदीका 
मू कट सकते ह । यह श्ेी भी बहुत स्थानौ मे वड़े काम की हे । 
जसे इस श्रेदी मे यदि च = इय मानो तो स्पष्ट हे किं च, च> इत्यादि सव परस्पर 
तुद्य होगे इस लिये 

.^इयज्ञ ताय = इ" { ज-ज! + ज> - ज९+ * ` ˆ (- १)न-जन-, } 

+ (--र)1.८ इचजन ताय 

इस मे ज के स्थान मे भिन्न भिन्न फल का उत्थापन देने से हजारे उदाहरण 

पना सक्ते हो । 


१६०८ चटरारिकटन 1 

५५ | यदि च\९ = „च ताय, च = .^ चः? ताय, चः = .^ चर ताय इत्यादि गरा 
तो खण्डचरानयन से 

च, = [चाय = यच, - | यजताय =य( च ताय-- |यचताय 


चः = .^ चक्त्राय = „^ { य.८च ताय--.^यच ताय { ताय 
यहां भी खण्डचखानयन से 


च = म [च ताय-- [ य च ताय~य [चच ताय + [य्व ताय 

= न [चि ताय--य [ यच ताय ~+ 3| यभ्च ताय 

इसी प्रकार से वार वार करते जाभो तो अन्ते 

चन+९|न.= यन [ चताय-नयन-ः | यचताय + [ वन [ यचता । 
ध (१, न(न-) <= (न-उ +) यन | यथ्च ध 


+ (-- १), यनच ताय 
यह पक सिद्धान्त उत्पन्न हो जायगा । 
इस कौ सत्यता के लिये मानो किकिखी न फे मान मे यह सिया 
सत्यदहैतो चन+> = <^ चन-+्नाय ओर |न_ च~+>= ^| न चन+! ताय 
= ८ { यःताय.८च ताय } --.^ { नयन? ताय. /यच ताय } 


खण्डचलानयन से मान ठे आने से 
। न~ 


च. य्‌ न+! 
, --प न+ अ | चताय- च [| यन" वताय -यन || यचताय ५६ || चर्त 
न 


च न 
1 [य चताय - [ज [ रन^"वताय 


न+१ सरं ठोनो प्रो को गुणकर दिने पश्च को यथा क्रम लिखने से 
ननन,» = यन ९.८चताय-- (न + १)यन. /^यचताय 





न(न+) न-१ स 
५ व य च ताय- 


वा, चन -*7 = य.८ चताय--मयम- /'यचतताय 


परकीणेक । १०९ 
म(म-२) 
[र य चत्ताय- 

इस लिये यदि यद सिद्धान्त किसी न मानमेसत्य होतो न~+श्मेमी 
सत्य होगा परन्तु यदि न-२ तो चः के मान से स्प है कि यह 
सिद्धान्त सत्य है इसलिये न के सव मान मे यह सिद्धान्त सत्य उहरा । 

५६] „^ ज्यार्यताय वा .^ कोल्यान्यताय के मान के छियै यदि चन- 
कन के ३०० परक्रम की युक्ति से उयान्यवा कोज्या यका रूप ज्या ओर 
कोरिज्यां कीश्रेटी मखे आवोतो बहुत दी सखुगमता चखानयनमे होगी । 
जञेसे चलनकलन के २०० प्रक्रम की युक्ति से सिद्धै कि 
८ उयाभ्य = कोञ्याऽय--छकोल्यारय +२ 


इस लिये 
८ ./^ उयाभ्यताय = ^ कोच्याध्यताय-- „^ कोज्यास्यताय + ^^ २ ताय 
= द --२ उ्यास्य+देय 
4. उ्याथ्य ज्याय ,२ेय 
उयाध्यता ० न यह ण 
। || उयाभ्यसा इर्‌ स यदह पटे टघूकरणसिद्धान्त 


[१ भ भ~ [@*३ 
की अपेक्षा वड़े लाघव से सिद्ध हुआ 1 

श, [+ (~ ^ [> 
इस प्रकार ओर भी वहुत उपाय से जिस मे खगमता हो वैसी क्रिया 
करनी चाहिये । 


५७ । इस प्रक्रम मे वि्ार्थियो को जिस मे बोध हो इस लिये कुछ उदाहरण 
क्रिया समेत दिखाते ह । 
चैत  /२ भत  ^२५त ञरेदी 
(९) (ऋ) + (स) + (ज) +" २नपद्‌तक जो यश्चेह 


न्न ६ ¢ ष्‌, प्‌ त कि | 
इसमे (> +न) + (+) + न पदतक जो यह श्री है इसका 
भाग देने से क्या रुन्धि होगी यदि न= ० । 
यष्टा परदनानुसार न के अनन्त मान मे 


) +) +ल) र्नपदतक 


एए ए हे 
र + स्तण + (रस +५२ + र्न + नपद्‌तक 


अंरा ओर हर को ससे गुण देने से 


¢ 


११० चलरारिकरन । 
अंश = ~ { (--) + ( -=)+ २नपद्‌ तक} 


= २५.२५ \ 

जनं { (२ 4 ग्न + ( र र सन) न न प्रद्‌ तक ॥ 

ध्ण्वे प्रक्रम के समीकरण के खाथ अंश ओर हर दोनो की तुलना कसो 
तो यंश मे = च, अ = ०, क = ० + रनच = १ ओर फ(य) = (यौव 


१ प 
इस लिये अंशा का मान = | फ(य)ताय = । यच्ताय = तरै 
© ॥५। 
ओर हर मे पहला पद्‌ फ(ञ) = (> + सत) ` अ = र + 
ओर रच कअ =चन = ओरक=े+अ= १ 


ओर फ(य) श (यत इस सिये 0 प(य)ताय न= [ (कोच्ताय ~= _ य) व 


त+९ 
इस स्ये हर = ९ फ(य)ताय = (९ +कः -- ४: 
र त+१९ त + 
यम्‌ 
१-&)१" चति 
= -~---~ सं = 29 
तर यद्द्‌ 





इस लिये उपर के भिन्नक्ामान ---=-व+१ = ~ल 
र ष "स्य 


यदी उन्तर हुआ] 
(२) सिद्ध कये क्रि यदि फ(य) = फ्(अ +य) तो 
<^" ` फ(य)ताय = म ^ फ(यु)ताय 


1 
मन ८ द स 
स ॥ फ(य)ताय इसका मान यदि २ परक्रम से श्रेढी से कावो तो 
€ 


1 ॥ 1 1 
नभ ¦ फ(०) + फगन) + फ(ख)+ फ[नज(न-१) 
| र] न 





] ¦ ला दहोगा. (९) - 


परन्तु भ्न सें फ(य) = फ(थ +य) फ(०) = फ(ञ), फमल) = फ(ज + (म), 
उल्यादि 1 रना उन्धापनवेनेसे (९) कामान 


१, 


(घ) 7 फ + न) + फ(ज + स्मन) + फस मज(न-१) ६: 


= ८“ फ(य)ोताय यह रथा । 
ग्स्त गीनि मपय) परमे 


भकीणक । १११ 


५; ४ जफ(य)ताय = 1 फ(अ) + फ(अ + +-फ (अ+ १) न 
अ 


+फ[ अ+ मम (न) } 0 
य्दा भी जव फ(य) = फ(य + अ) ` फ(अज) = फ(रअ), 


फ(अ + ---) = फ(रम + ---),६० इन का उत्थापन (२) मे देने से (२) का भान 


| 
न 1 परअ) + फ(रञ + मन) +. +फ[स्अ-+ सज(न-श) ] | 
न ज्ञ न 
1 
= ॥ मज + चज फ़(य) ताय यह हुधा 
सअ 
इस पर से सिद्ध हभ कि 


४ 1 
चः ध 
 [ भजकर(य) ताय = ५. अफ(य)ताय = ० स्मफ(य)ताय इत्यादि । 
# अ सअ 
म॑के क स्थानम ९, का उत्थापनदेनेसे 


[न फ(य)वाय = || र्मफ(य)ताय = || स्मच) = ०० = | अहरो) 
9 अ मअ 


अच ४१ वे परक्रम के (९) समीकरण से 


[ भनक(योताय = [| भफ(्ोताय ध | सफ्ोवाय 


अ 
२अ , (८ म ~. (अ 
रअफ(योताय + | (लन जफ(योताय म ०फ(य)ताय 
(३) से सिद्ध ह । 
अथवा जव फ(य) = फ(अ + य) इस छिये फ(०) = फ(अ) ओर फ(अ) = फ(र) 
इस चल्यियके० ओर के वीचमानो मजो | जफ(य) ताय इस का 
© 
मान स्येगा वदी यकेओं २अरथके वीच मानोमेमी 


[| स्मफ(कोताय दख का मान होगा यो आगे भी सिद्ध कर सकतेद्ो कि 


[२ (य)ताय [२ (य)ताय, इत्यादि ! इस पर से ४९वं प्रक्रम के 


९१२ चटसयरिकटन 1 
२) समीकरण से पदे के एेसा उत्तर निकाल सक्ते हो । 
(२) | ° खाच्यायतायङइ्सका मानक्यादोगा 


यहो ४१ वे पघक्रम के () समीकरण से * 
प प्र र 
6 'लाज्यायताय = > छाय) ताय = [ र छा कोल्याय ताय 


© © 


२ लास्यायताय = [ ( खाज्याय + खाकोज्यय )ताय = रर 


यदि ५ खा उ्याय ताय र, 


चारर= 12 खा (ज्यायकोञ्याय)ताय = [* { छान्यासर्य-खार } ताय 


9 "9 


¢ ला उयार्यताय--२न्खारे 


ग्यक स्थान मेय का उत्थापन देने से सिद्ध कर सकते हो 
कि खाच्यास्यताय = ३ । † खा उयायताय = २ [९ खा ज्याय ताय ८ 


४१्वे प्रक्रम के (द) समीकरण से 
इस लिये रर=र-ग्खार र=--न्खार खा 


७) ॥ यस्यायताय 
१-+-कोञ्याय 


१ 
र्‌ 
इस का क्या मान दोगा। 


इस का मान र मान कर ४१वे पक्रम के (५)वे समीकरण से 


व 1 यञ्याय ताय || ॥ यञ्यायताय (--य)ज्यायताय | 
ट 1 
१ 


१ + कोज्याःय + कोञ्याय १ +-कोल्याध्य 
= | [ यल्यायताय _ __ _ यञयायताथ +. -तायज्याय ] 
र १ + कोल्य्य १ + कोत्याप्य १९+कोञ्याय 
© 
॥ # -ज्याय ताय _ _ (>. ज्याय ताय 
न ९ +-काच्याय ९ +कोर्याय 
च | 


= नार < 
ॐ “~~~ ~ ~ ~ दि ड र = काल्या 
| २ ~+-रः त्य ज्याय) 


प्रकीर्णक ११३ 
परन्तु [रि = स्प -र = स्प -' (कोज्याय) 
इस लिये जव य = ° तो कोञ्याय = १ ओर स्प: (कोज्याय) = 
ओर जव य => तो कोल्याय = ° ओर स्प! (कोञ्याय) =° 


दिये तार 
दस छिये --7 न 
५ ॥ १+र 








-र) = ्ुः यह उत्तर हुआ । 


(५) |! ला(९+य) ताय इस का क्या मान ष्ोगा। 


यहां यदि स्पर = य तो ताय = छर तार = (१ + स्पष्ट) तार 


~ ~ छा(१+य) _ छखा(१+स्पर) २ 2 
दस ल्य = (१ +स्पररोतार= खा (१ + स्पर)तार 
त ध्य यताय [भ्ल १ + स्परः)तार = | श्ल { १+- स्प(<- र) # तार 
`© ९ ९ 
छ प्रक्रम के (४) समीकरण से । परन्तु स्प(--र) = ~ 


दख लिये १ + स्प(‡-रः) = ओरला + ९ + स्प(-र) } = खार-खा (१ + स्पर) 


१ स्पर 
इसका उत्थापन देने से 


श्र 18 
॥ च्छा(१+स्पर)तार= | ४ { खारतार-खछा(१ + स्पर) तार | 
© © 


पक्चान्तसयानयन से 


प्र त्र 
२ °्खा(९ + स्पर) तार = [शतार खार=-ङ़ खार 
© © 


18 
। च्डा (१+स्पर) तार = {खा२। 
© 
यहां देखो इस प्रकार से कैसे खाधव से उत्तर निकला है। _ 
# 1 यः यः य्‌" 
यहां यदि सा (१+य)कारूपय-- + + ^ पेसा वना कर 


दख मे साधारण बीजगणित की रीतिसे१^+यःकाभमागदोतो 
१५ 


११४ चङयारिकदन 1 


खा(१+य)-. यः __ २ -२,.य'. १३ „५ 
+र - 4 - २ इ भसा होगा 


इस मेय के गुणक १ कोशुर ओर य के गुणक-२ को 
गुर यन- कौ गुणक को गुन-> मानो तो यन्का गुणक 


-ल + गुन-र) यह होगा यदि न सम हो । ओर विषम होतो 


( --गुन-र) यह गुणक होगा 1 


खा(१+य) 


यदि ह इसमे ऊपर के श्रेढी का उत्थापन देकर चखमान निकारो तो 


खा(१+-योताय _यः यः य य यः 
न = 4--रद-5+3 म + एेला होगा 
१ रऊा(श्+य)ताय 5. १ १ 


(न - 


इस लिये हदय इ उ-ट ₹+ ३१३ द 


© 
दस लिये शकार =दे-द उ- 3 छ दरद ३ 
देखा यह अत्यन्त चमत्कार सिद्ध होता है । 


(2 .^"पनलछा्याप ताप इसका मान -८ ` पलाज्याप ताप ञ्सक्ता 
9 


फट होगा यह सिद्ध करो । यदि न 7२। 
यहां ४९ वे पक्रम के (४) समीकरण से 


प्र प 
1 पनलास्याप ताप | (ग्-प)नलास्याप ताप | त्न(१- ¶)नलाज्याप ताप 
© © "© 


= ` {१._ प. न(न--९) प _ न(न--) (न--र) पः 
ग्न र + १-न भ १ --------------- ~~ ~~ 


ध यर मर्‌ २ नद्‌ धः 
न्‌ 
+ (न ~= ॥ खास्याप तापर 
व | । { ए-नष+ र ~र भ णे ६ = 2; ॥ छाज्यापताप 
/ ड । 


+ ८ ` (- )नपन सखाल्याप ताप 


अभ्यास्के चये प्रर्‌न। ११५ 
समलोधन से 


/^” पगलाउयाष ताष-./(--१)नषनलाव्याप्र ताप 
© © 


<= 4 खास्याष ताष--नग्-' ^ "चटाञयाप तापर 
© © 


-न(न--१) नन: ^" पश्छाल्याप ताप 
(५ 


+ (--र)न- ./7्न-ष्टाञ्याप ताप * ˆ ` (१) 
7 © 
(१) इसमे न के स्थानम २ का उत्थापन देने से 
० = „२ /"लाज्यापताष-- २7. /^ 7घज्यापताप पेखा होगा 
स लिये 


२." षलाञ्यापताष = > ./^ " छास्याप ताप 
© © 


ध्र ध्र 
" . /“पलाञ्यापताप = 2. खाज्याषताप 
परन्तु धश्च पकम के (दोव समीकरण से भौर इस प्रक्रमके (३) 
उदाहरण से २.८खच्याषताप = उच्छा 
दख लिये .८^षटराञ्याषताष = ॐ खा २ यदह सिद्ध इभा । 
© 
यदि./खाज्याषतापन् ग्डा३न्चरतो 
© 


ध्र 


./^पडाल्याषताप = > काद=-डच, 

न का उत्थापन (१) मेंदेने से ओर न के स्थान मे ३ मानने से 
२८(ष्ला्यापताघ = गच९--ई च? + ३न.८पष्लाज्यायताप 

इस पकार से वार वार उत्थापन देने से 


प्र 
./^पनलछाल्यापताष = फ(चर) पेखा दो जायगा जां 
© 


(9 


चर = /षष्टाल्यापताय । 
8 


अभ्यास कै लिये प्रन । 
१ सिद्ध करो कि यदि फ(य) = फ(-य) तो 


११६ चरुराशिकख्न 1 

अ अ 9 नअ ) 

फ(य)ताय = २ ८ फ(य)ताय। ५ फ(य)ताय = 14 फ(य)ताय । 

अर. ` फ(य) = + -फ(य)ताय 

२1 यदि फ(य) = -फए(-य) तो सिद्ध कसे कि 

५/6 ४ गक(य)ताय = ० । १ ° फ(य)ताय = - ८ # -पफ(य) ताय । 

ओर ८ (कताय = + चफ़(य) । 

३ 1 यदि फ(य) = फ(-य) ओर फा(य) = --फा(-य) तो सिद्ध करो कि 


*= { फ) + फा(य) } ताय = [`` फ(लोताय = | { फ(य)-फा(य) } ताय । 





७ । सिद्धकरो किं 
१.) २ [8 
{०० "ताय =५८ग ओर | + उ ज्याय॑" =° 
५ । सिद्ध कूरो किं 
+ अ कोज्यायताय_ ॥ ~अ कोञ्यार्यताय 
भग +य ~ (९ + य) (कोल्याय~ज्याय) 
६। सिद्ध कसो कि 
ची ~अ + ग-~/क ~अ क~-अ 
८ फ(य)ताय = -रन- ¢ फ(--- + -ग-य)ताय 


७1 सिद्ध कूरो किं 
त ~अ 1 अग-क्घ , क~अ 
ॐ ~~ प्र + -- 
८ फयोततय = प ८ कप + जतय वाय 
८ । सिद्ध कूरो किं 


न द्र 
[ल( + नकोञ्यायर)ताय=य लान + रनाञ्याय - ददनाल्यास्य 





क ८ 
+ --नाल्यारेय- --- ना ल्याध्य + 
२३ ४४ 


-\८ नः 
जदा ना १--\८^ १- नः 
न्‌ 

९1 सिद्धकरोक्ति 


र ५१ 
^ सख (९ + नकरोच्याय) ताय = -खा ~ 
© २८१२-८ १-न) 


अभ्यासके लिये प्रद्‌न । ११७ 


१० । सिद्ध करो किं 
^ खा(१ + रमकोज्याय + मताय 


।; 
द ञ्यादयः म ज्याण्य+ - .) 


वा,.८खा (१९ + रमकोञ्याय + मः)ताय 


ज्याय _ ज्याय + ज्यारेय __ ज्याध्य | 
र्म र्म भ्म `` ` 


मः 
= २(मञयाय - द उ्यारय + 


4 


= म्यखाम + 1 


१९१ 1 सिद्ध कयो किं 
./^"खा(१ + नकोज्याय)ताय = स्य रुकोज्या ब 
+ २(स्प ए ज्याय - सस्पः य ज्यारय-+. . .) 
यदि न = स्याष 

१२ । सिद्ध करो कि 
[लात + न.ज्याच्य)ताय = चखा 1 (१+न)(१+ न.)र( १+ न.)*( १ न.) -" | 
~ र 
श््नब +) 
यहां छव प्रक्रम के () ससीकरण से./‡का(१ + न.ज्खाश्कोताय 


जहां न+ = 


^ रला८१ + नकोज्याप्य)ताय फिर इन दोनो को जोड कर पक नियम 


परम्परा बनाचो । 
१२ । वं ओर श्वं भदन से सिद्ध कसे क्कि 
न ©) च | ४ [| (९ न्‌ न.) (१ 1 न्‌?) २८१ न न)०८९ न~ लः)र # ४. -4 
१४ । सिद्ध करो कि 


१ 
॥ फ(अ)फ(अ + च)फ(अ + ड) .... फ(अ +~ र्ग) ) न < | भ फ(य)ताय 
अ 





यदिन का मान अनन्तदहोतो। 
१५ । प्रथमाध्याय कै ३२च प्रदन से पहले यह सिद्ध करो कि 
य्‌; 
| इण्कोज्याजयतःय = इ कोल्या(य-ष) +. स्थि , जां स्पथ = 
(अ+ क 
फिर इस पर से यह सिद्ध कयो कि ईक्यकोज्याअय ताय इस केचरु का 
चल फिर उस के चर्काचखयौन वार तकजो चर दहोगा उसका प्रमाण 


११८ चखयारिकलन । 


कय कोऽ 
कोज्या(अय-नष 
2 +-गा + गार्य + गाग्यः + गाश्यः+ - 
(अः + कप) 
+ गान-त्यन- ° यह होगा । 

जहां गा, गा९ , गा इत्यादि स्थिराङ़ हे । 

१६1 <वे से सिद्ध कसो कि 
छाज्याय = ला१--कोञ्यास्य-->कोञ्याछय--3कोऽयादय 

-कोज्याथ्य. , ओर 
ङाकोञ्याय = छा २ + कोज्यारय-रकोञ्याध्य + कोज्याद्य 
--रकोञ्याथ्य + 
१७ 1 सिद्ध करो कि यदि किसी श्रेटी का न संस्यक पद्‌ 


त(त +अ)(त + स्म) _ (त+नअ) यह द्यो तो यहं श्रद़ी सान्त होगी 


यदि द्भत+अ ओर यदि द्‌<त+अ तोश्रेद्ी का मान अनन्त होगा । 
१८ । सिद्ध करो किं किसी श्रेदी के न+? संख्यक पद मे न संख्यक पद्‌ 
का भागदेनेसे यदि न्धि 


यत + आयत! + कायत ~ ६ि 
-यत---णह्----त-र---- यददो तो यदि अत्का+श्तोष्रेदीका 


मान सान्त ओर यदि अ<का+१९ तो अनन्त होगा । 
१९} यदि = ८. चताय, का= 4 चजताय ओर गा =.» जप्ताय 
अ 
तो सिद्ध कते किञाभगा7काः। 


यीजगणिन का (अ +-अरै+ - - * +अत्र) (कः-्कः्‌ +  नक्श्चै) 
7 ( अर्कः! मर कर+ ˆ . अनकन)' यद सिद्धान्त देखो ) 
२० । सिद्ध करो कि 


[२ खा कोस्पय ताय=० 


© 


2 
२९ । सिद्ध करो कि 1 क 
य*~+य (अः+क) +अक "अपस्कः 





२२। सिद्ध करो कि [` न्क) [ १ 


अभ्यासके लिये प्रश्च। ११९ 
२३ । सिद्ध करो कि यदिन का मान अनन्तहोतो 
~ 1 १५-- २५ ~ (क) (9 न~ (न-९)" | = ह 


२७ । सिद्ध करो कि यदि न का मान अनन्तहोतो 
९१८१) (१ + (१) २८ । 
९८१. (१९) +-* + (९4 वः - एष 

२५ 1 सिद्ध करो कि [ कोञ्यायखाकोज्यायताय = खा (र)--१ 


२६ । सिद्ध करो कि 
<^ खाज्यायताय = लाई (न्या २ य + नज्या ४ य + उौहस्यादे य+.) 
२७ । सिद्ध करो कि 
<^ खकोञ्यायतायनयकार + ज्यारय- ~ - ज्याय + जस ज्याद्य--* ज्या<य+ 
२८ । सिद्ध करो कि „^ खास्पयताय = -ज्यास्य--शज्यादय-- . ‰. . . . 


२९. । सिद्ध करो कि + ~+ अनन्त 


न 
अ(ला२)* ^अ(लारे)क ५अ(लखा४)* 
इस शरेदी का मान सान्त होगा यदि अ 7१ मरक का मान चाहे जो हो। 


३० । (अ--१) + (अः-- ९) + (अ --१) + (अ--{) + + (अनं --१) 
यह सान्त होगा यदि न = उ० नही । 
३९ । सिद्ध करो किं 
त यह स्वेदा सान्त होगा । 
२. [३ [9 
३२॥। सिद्ध करो कि «^ इ य { फ(य) + फं(य) } ताय = इयफ(य) 


१.यद्‌ ताय _ इ--र 
ददे । सिद्ध करो कि ८१. मयोः 


३४ । सिद्ध करो कि यदि 
फ(य) = अ०? अस्य + अस्य +अश्यश+ + अनन्त यह सान्त हो तो 
^ फ(य)ताय इस का मान भी यदि श्रेढी मे ठे आवें तो उस श्रेटी कामानभी 
सान्त होगा । 


२३५ । यदि दइच्वताय कान वार चल निका तो सिद्ध करो कि उसका 


- 


मान = ९ + आश्य + आरयन- + , + सान-र्य + आन 


१२० चख्राशिकख्न । 


जहां आ,, आ, इत्यादि स्थिराड्‌ हे । 

३६। एक आदमी अपने (अ) स्थान सें पूर्व को चला । डूखसा जिस का 
(क) स्थान अ सरे ठीक उत्तर की ओर एक मीख पर था चो से उसके मिलने के 
लिये चखा । परे की प्रतिक्षण की गति को उसके ओरअ स्थानके सेकं 
अन्तर फे छ्घुरिक्छसखे गुण देने ओर उसके आर क स्थानके अन्तरवर्मका 
भास देने सेजो छष्ध हो उतना प्रतिक्षण ये दसस चरता था तो वताभो कि जव 
पटा अपने स्थान से एक मीर गया उस समय दुखा अपने स्थान से कितना 
गया होगा । 

उ० ‡ खा (२) = चट मीर 

२७ । अ स्थानसे साथदही घोङ्‌ दौड्मे क,ख, ओरग घोड़े दौड। 
किसी क्षण मे अ स्थान से जितनी मील दूरी परक होताथा उससे ओर उस कफे 
वर्म से उसके उस क्षण की गतिको गुणदोतो वहक्रपमसरेखओरगकी उस 
क्षण की गति होती दहैतो वतावोकि क ओरख, फिर अस्थानसरे क ओर 
ख, क ओर, ओरख भौर ग किंतनी कितनी दरी पर मिरे । 

उ० ख,ग! क, ग, \८२= १ ओर क, खे, 
२ मीर दूरी पर मिलेगे। 


इति चुथौध्याय । 


द्द 


>® > #( ¬#- > # ¬$ --#--# ¬ # ¬$ -#- -# 9 € >® >$ ¬# > >$ > 
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सुद्र 
~ - माघव विष्णुं पराड़कर 
जानमण्डरु यत्राख्य, काशी 1 १९९९ 


पुननिवेदनम्‌ । 


ग्रन्थस्यास्य प्रथमभागस्य प्रकारानावसरे मया निवेदितं यद्धन्धान्ते विेप- 
भपञ्चः प्रददितो भविप्यति । परश्च महादुस्तरेऽस्मिन्महायुद्धकाटे पत्प्रा्यभावा- 
द्विरोषदेखनादिदानी विरम्यते । युरोपीयगणिते श्लिमिर' शब्देनाव्यक्तस्य यन्परानं 
करप्यते तत्रास्िन्प्न्थे एकधैव तन्मानं शुन्यं मत्वा गणितं पदरितम्‌ । णवं 
स्वरूपाणां ठेखनेऽपि किश्िद्धेशिण्यमस्ति । सर्वमिदं कालान्तरे चलरारिकटन- 
परिशिष्ररूपेण प्रकारितं भविष्यतीत्यादासे । 


अत्र विरोपत इदं कथनीयमस्ति यद्रणितवियाप्रचारषय वियारसिक्षैः 
काटिकराजकीयसंस्छृतवियार्याध्यश्चैः श्रीमद्धिडक्टसमङ्र्ेवशाखिवरभरयया 
छभेच्छयेतादशदुकभपुस्तकश्रकाशनाय यतितं तत्रास्माकं दौ्भाम्यात्परायो मूलच्छद 
पव खदयते गणितविपयकपसोक्ताया अपाकरणात्‌। तथापि खदमाश्चासे यदि.श्वेश्वरः 
₹पया तादशो गणितप्रकपकालः समागमिष्यति यदा पुनरपि वहाद्रेण म्रन्धरलमिदं 
कारिकराजकीयसंस्कृतपरीक्षासु पाव्य रूपेण स्वीकरिष्यते इति निगदति 


वलदेवमिश्रो 


कारयां सरस्रतीभवने } 
पक ण 1 3 
+ ज्योतिषाचार्य 


~ € 
चद्ापचवणन । 


पश्चमाध्याय ५। 
प्रक्रम 

णा दविुणचल का वर्णन 
५९। --" ° _ इससे स का पता छगाना 

तायत्तार्‌ 
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तका मानक्षेत्रकी सति सें 


ङु उदाहरण 

फ़खानी का सिद्धान्त (गोल्०लाा ० ए पाक्ष) 
यूखर के चङ (एरपालावाा [पलद-815) 

यूलर के परे चरू मे विरोप 

यूलर के दूसरे च मे विरोप 

युर के दूसरे चल मे दूसरा विेप 

यूर के दोनो चलो मे संवन्ध 
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ञ्यागय 


णः) ताय क्रा मान 
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ताय 
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क्रम के वदद कर चानयनं 
२७ प्रक्रम का एक भौर उदाहरण 
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रस्या के तुर्य दो 1 ओर अभ्यास के लिये घञ्न 
चचनसमीकरण कं दश्रण 


तार्‌ [3 
मा+ नं =° टसम, रका मान जानना 


नार्‌ ५ 
क +पारन्चामर का मान जानना 
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२६४ वे प्रक्रम मं चिरोप 
चटनसमीकरण मे चिरोप 


चखनसमीकरण संबान्धि कुछ उदाहरण 
(= मे (~ भ आर (क १ 
महनत्तम॒ ओर न्यूनतम मे विरोप ओर वेदोषिककलन 


का ठृष्चण 


॥। 
1# 


| 
९ 


तावर -वैतार को सिद्ध करना 


|| न दूस का अथं 


[ # 


२६८-२७० प्रकरमो मे विरोप 
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कुछ उदाहरण ओर अभ्यास के लिये प्रश्च 


इति विरोपचणेन । 


1 


[$ 


“> ॐ <€ 


€ 
पचरणन । 


1) 


१५ 
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२६१ 
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वक्र का फएलानयन (-\7€०१§ ० 1157८ (पा \९३) 

वक्र के पृष्ठं ओर घनफलनयत ॥ 
(-\*८३5 ०1 ऽपाः1३८९5 ॐत पठाप्त€§ 07 ऽग तड) | 
सा्तचखानयन (2५1111१५ [11<९ ८०15) ध 
कऋमपरिवत्तन (1121९ ० 116 \ पवर्‌?1८§ 1०२ ४९ 
11}11}9९ [1711८९1 न) | 


चेमेि्भव्टन + ५ 
वेशेपिकटन (111९ प्याल्पाप्‌ जा \ चप्वलर) ४ 
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पुष 
२३४ 
२५- ४1 
द६द- ८, 
<८६-१२० 
१२९--रेदेदे, 
२२८-२७५ 
२७६- २३ 
२२८८-6 
२६६- २३२ 
२२२ 
५२९.-- ४४ 


पञ्चसमाध्याय | 


दो वा अनेक चखरदिथे के वरा से चखानयन । 
वा द्विगुण चल । 


५८। पिखछे अध्य्यो मे उन चल्ानयनो का वर्णन है जिनमे एक ही च्छ 
टे अ्थीत्‌ जव तात्कालिक सम्बन्ध फ(य) इस चालक का है ठव इल >े चटा- 
नयन का चणेन दो चुकः ! परन्तु चलनकख्न से जर्ट दो चखयडिः वा अनेक 
चखरारि के फल हो वर्ह सिद्ध है कि 
तास 


स = फ(य,र) तो स्यत 





= फा(यः,र) वा स = फ(यःरःर) तो 
तस 
तण्तास्ताख 
यह ह कि फा(यःर) वा फा(यः,रुर) परसेख के मान को ठेआनेका नियम 
जएनना । 





= फा(य,रःर) इस टछिये अव इस अध्याय का मुख्य उदेश्य 


५९ चखनकलन्‌ के (दवे अध्याय से परसिद्ध है कि 
तास __ता | तपत तासः 
ताय तार तय ॥तार+ ताय 
इस लिये स? = .^फ(य.र)ताय यदह ठीक पिले अध्यष्यौ से सिद्ध दो 
जघ्यगा यदि फर मे रको सिर मान लो) मानो कि 


[फरो त्य = फा(य,र) इस लिये = = फा(य,र) 








= फ(यःर) 


स = ./^ फा(यः,र) तार ण्ड भी पिरे अध्यायो से प्रसिद्ध हो जायगा यदि 
इसमेयको स्थिर मानो। 





न्त्‌ [ कय # 
यह मी विचप्ये तो जिस तरद से रल उख का मार चनमटन से 
॥। 


आता है ठीक उस के व्विरीत क्रिया से यहयो स अध्वा है। 
र ~ > ~ तास वष््स 
६० चख्नकन के (देवे अध्याय से सिद्ध टै कि ------ = ----- 
(६) 2 ह = तायक्तर = -सास्तत्ं 
इस स्ये 


1 


१२२ चरुयरिकरन 


स = .^फा(य,र)तार = .^ { .^फ(कःर)ताय ] तार वा,स =. { फ(यःर)तार } ताय 
इस तरह से ठो रीतिखके जानने के यिय उत्पन्न होतीदहै कि फ(य,र) 
मे पदे र को स्थिर मान तायके वासे चख ज्ञान कसे फिर इस चट 
मेय को स्थिर मान तार के वरासे नया चर निकारोतोख का मान 
होगा ! वापे य को स्थिर मान तार के वश से चर निकाले फिर 
इसखमेर कोस्थिर मान ताय के वरा से चखनान करो तो यही स का 
मान दोगा} 

इख प्रकारसेसकादो मान आया! कल्पना केकि एक मान रा, दृसार श 
हैतो विपरीतक्रियासे 


तटा, फः (यर) = -ता 


अन्तर करने से 
ताय तार तार ताय र 


_ ताश्वः _ ताश ~ ता [ वाः तादा ] [ ताराः | 
ताय तार तायतार ताय तार तार. ताय तार 


(५ लिये ता निर [4 १,८०.५ 
यदि राश = शार उस 1 -त- यदय का कोड फट नदी दो सकता 





तासि) 


[,4 थ 
तस ~ यदी शल्य के समान दोता हे इस 


सेवाय स्थिसङ् के च्योक्ति 
~> ताश. _ > अ (> मरे भीरि 
च्वि "द = (र) ˆ. चार=.^ फि (स) तार+स्थिच्समे भीख्िराङ्यका 


कोई फर होगा क्योकि फि (र)मेयको स्थिर मानादहै। मानो कि स्थि= फी(य) 
इस लये शर= शश = .^ फि (र) तार + फी (य) = फा(र) + फी य) 


यरि | फि (र) तारन=्फा (र) 


४०९ [3 = क क ध ~ 9 भ भ 
इस से यह सिद्ध होतादेकि दोनो विधियोसरेजोढे प्रकार के स उत्पन्न 
होते दे उनका अन्तर दो फलो के योग तुस्य है जिनमे एक केवट यकाओर 
दूरतया केवल र का फर दै । 


६1 पिच्टे थक्रममे जोख=,^ { .८^फ(यःरोताय } तार यह है इसमे 
दि { } उसको दे तो «^^ फ(यः,र)तायतार सखा दोगा । अव 
दि „^. पफ(यःग)नायनार रस का अथं फेला समभर क्रि पट्टे तायके वा 

से चल निकाल फिरतारकेव्ासरे निकाटादेनो { } उसके द्रेनेका कु 
ाचय्यक्र नही । सी भरक्रार .^.^ फ(य,र)तारताय रस से यह समयो कि 


द्विगुण वा चिगुण चखानयन । १२२ 


पदे तार के वशासे फिर ताथ के वश सेच निकाला गया है। इसी 
तरह ./^./^./ फ(य, र, र) तायतारतारु इस से समद्चना चाहिये किं पे 
ताय, तव तार, ओर पिर ताक के वासे चरका मान अपेक्षित है अर्थात्‌ 
फरु के पास जो ता रटे उस के वरा से पटले फिर ज्यो ज्यो दृरमेतादहै क्रमसे 
उन के वशा से चल निकालना हे । 

मेने खाघ्च के छिये वार वार अनेक कोट न लिखकर यदह संकेत मान चया 
है इस मे कुछ विशेष नदी चाहे उल्टी रीति से तुप उसी अथं को प्रकारा 
कर सकते हो अथौत्‌ जोतासवसे दरदो उसी के घा से परे फिर यथासन्नो 
करे घरासे। 

जेसे यदि फ(य,र) = अय्र + करष्य तो 

^^ फ(यःर) ताय तार = .^.(अयर + कश्ष्य)तायतार 


९ 
| अयर कय भ्य | त 


शः करष्यः यर 
ॐ च + ष्ट = --- (अय + कर) यह पटा स का मान हु । 


ओर ./^./^फ(य,र) तार ताय = ./^./८(अयष्र + कर्य) तारताथ 


ट व भद कर ग | त 


२, द, 
द + करे = 4 ~ (अय + कर) यह दृखरा स इञ । 


यहो पर स्थिाद्कौ को छोड़ दिया है 
६२ । जव साटवं प्रकम से सिद्ध है 8ि 
.^.^फ(य,र)तास्ताय--,^ ^ फ(य,र)तायतार = फि(य) + फी(र) 

इस लिये ./^.^फ(यः,र)तारताय = .^.^फ(यःर)तायतार + फि(य) + फी(र) (९) 
यो यदि .८फ(य,र) ताय = फा(य,र) ओर .^फ(य,र)तार = फा^(य,र) 
तो.^.८^फ(य,र) ताय तार = .^फा(य;र) तार = फार(य,र) 
ओर ./.^फ(य,र) तारताय = ./फा९(यःर)ताय = फा(य,र) 
इस लिये ^ &( -फ(यःर)तास्ताय = १ { पा(यःक)-फाः(य,अ) } ताय 


वा, ‰^ 'फ(यःस}ट रताय = ‡ कायक) ताय" फा(यःअ)ताय 


= फाश(घःक)--फाः(ग,क)-फा(घःञ) + फा.(गःथ),. , .. (२) 


१२७ चरूरारिकर्न \ 
इसी तरद्‌. फ(यभ्रोत्यतार ह + { फा(वःरो-फा(गः,र) } तार 
= ‰ ्का(घर) तार -फा(कःर) तार 


= फार(घ,क)--फा<(घ,अ)- फार(ग,क) + फार(ग,अ) ३) 
परंतु (१९) से 
फा९(यःर) = फा^(यःर) + फि(य) + फी(र) 
इस लिये, पहा\(घ,क) = फार(घ,क) + फि(घ) + पएी(क) 
फा(ग,क) = फार(ग,क) + फि(ग) + फीी(क) 
फ(९(चःअ) = फार(घय) + फि(घ) + फी() 
फी(ग,अ) = पफार(ग,अ) + फि(ग) + फी(अ) 
इन का उत्थापन (२)मेदेनेसे 
{ फा (घःक) + का (गअ) } -- { फार (गक) + फाश(घ,अ) } 
= { फार (घ,क) + फार (ग,अ) } -- { फार (घः) + पतार(ग.क } 
अर्थात्‌ (२) ओर (३) तुद्य हुए } इस ल्य उस पर से 
‰ ` &( फलय) तार ताय = (^ क(यमर) तायतार 


यह सिद्धं हुआ 1 
६३ । उपर के क्रम से जे सिद्धान्त उत्पन्न हुआ उसे (२) प्रकमकेणेसा 
श्रेढी ढास भी प्रकार कर सकते हे । 
मानो फ(य,रः) मेय के मान, अ से खेकर क तक चीचमे 


अ, यर, यर) यन; क हे । 
जदो य--अ = च यर यद्र * क-यन-१ न=चन) 
ओौरर के मान ग से ठेकर घ तक वीचमे 
म) ररर रर) " रभ हे 
जरो रग = ज रर, = जः घछ-र >, = जेम । 
अव यरो यह इच्छा है कि चतजफ(यत-” र्ट) उख मेद्‌ के स्थान 
मे१,२,२ --मका ओर त के स्थान मे १,२;२३; न का उस्थापन 


हिक 
ग्र 
ब 


„4110 


से जे भ्रेदियोँ उत्पन्न दागी उन का योग जाने! यहो नओरमका मान 
अनन्त हे । 
लाघच कते छिये कपना कयो क्रि श्रियो का को$ पट वनाने कफे चयि 


= 


च ज फ(यःर) यह एक सुरा अर्थाव्‌ सोचा है जदो च, ज, ओर यःरकं 


दिशुण चा त्रिगुण चखानयन । १२५ 


स्थानम जिसपदका मान जानना दोगा उस की संख्या रख देना दोगा - 
ओर यं. = अ, र, = ग एेखा समञ्चना । इस सँचेमे चके स्थानमे ^ य ओर 
जकेस्थानमे^रको रख देः जैसा कि चर्नकलन भै धसिद्धदैतो सँचेका 
रूपय ^^ र फ(थःर) एेखा दोगा 1 

जैसे किसी खेखौने के सोचे मे मिष्ट, रोहः चोदी, सोना इत्यादि कै रखने 
से जितनी सूत्तियों बनेगी सव के मोल ओर रंग मे तो फक परन्तु रूप एकसा , 
होगा इसो तरह इस सोचे से जितने पद्‌ वनेगे सव के रंग ओर मोर अथात्‌ 
मान तो स्थिन्न भिन्न परन्तु रूप एकसा देगा । 

सोचे मे तके स्थानम ९, द कं श्थान मे १९, २३ - मका 
उत्थापन देने से 

च? { जफ(अःग) + जस्फ(अ,रर) + जःफ(अ,रर) 

+" * * * जमफ(अःसम-१) } * - (१) रे 
तकेस्थानमभेपर्का ओरद केस्थानमें१,२,.- मका उत्थापनदेने से 
चर { जफ(यरग) ~+ जरफ(य रर) + जशफ(यशरर) + ` * 


+ जमफ(यशरम-प) - - ` (२) श्रेढी 
इसी तरह चः { जशफ(यरःग) + जरफ(यरूरः) + ज.पफ(यसर) + 
> + जमफ(यरूरम-र) (२) श्रेटी 
चतत+१ { जष्फ(यतःग) + जसर्फ(यतरः) + जश्फ(यत्तरः) + 
: जमफ(यत्तरम-२) } (त + १) श्रे 


चन { जाफ(यन-*ग) + जस्फ(यन-१ रः) + जफ(यन-)) + 
+ जमफ(यन-णसम-१) } * ` (न) श्रेढी 
इन मे यदिम= रतो { } कोष्ठकान्तगंत (त+ १) श्रेदी का योग (२) परक्रम 
स+ १फ(यतर) तार यदह होगा । कल्पना करो कि यह फा (यतत) के समानदै तो 
तके स्थानमे०,१,२.---न-? का उत्थापन देने से क्रमसे उपर के 
श्रियो का मान । 


च्फा(अ) ) इनका योग अव (२) ही प्रक्रम से सिद्धदै किंयदिन= 


चरफा (यः) | तो ८ -फा(य)ताय यह अथौत्‌ २.८ वफ(य,र) तारताय यह 
चपा यर ॥ ( दोगा 

| इसी तरह यदि दर णक श्रेडियो का { } को्टकान्तर्मत 
चनफा(यन-9.। ऊध्वौधर एक एक पदो का पटले योग कसो तो 


१२द चरराशिकख्न । 

^ कफ(यःग) ताय = फा(ग);पा१(२) इत्यादि दोगा फिर सव पदो का योग 
अथौत्‌ श्रेठ्यो का योग = जःफा?(र) + जरफा (र) + जशफा(रर) + 

~+ [ जराम) = ^ फार) तार = (१६ तफ(थःयो तायतार 


परन्तु श्रेयो के तिर्यक्‌ पदो का योग कर वा उध्वौघर पदो कायोग 
कर पिर उन को जोड्ने से श्रेढियो कायोगतो एक ही होगा इस लये 
9१ कफ(यःरोतास्ताय = ५. फ(यःर) तायतारः यह सिद्ध इडया । 


2 । जव निश्चय दहै कि ^ फ(य,रोतार इस मे य स्थिर मानद तो 


फश्य ~ 
। फ(य,र) तार इस का भी मान जान सकते है फिर इस पर से 
फ(य 


४. फर(य) 
द्य फ(य,र)तायतार इस करा मानं आजायगा। 


फप्य) 

ययो भी यटि (ददे)च परक्रम से श्रियो की परस्परा वनावोगे तों विरोप 

इतना दी दोगा कि ग, र रर इत्याटि प्रत्येकं श्रेया मे यके वड से भिन्न 
चिन्न होगे जैसे (त +१) श्रेढी के { } अन्तर्गत 

जपफ(यत्तग) + जर्फ(यततःरः + जश्फ(यतःर>) + = जमपत(यतःरम-) 

उनपटोमे 


ग = फ(यत)*ज! = र--फ(यत्त)7जः = रर * ˆ जम = फः (यत)--स्म- 
पेखा मानना पड़ेगा फिर पूववत्‌ सिद्ध कर सकते टो किं इन पदो का योग 

| फः (यतत) 

फ(यत्तरर) तार यदी होगा । 
फ(यन) 
वि 16 (यत) 
कल्पा करो एके फ(यतर)तार 
फ (यन) 

यदह फा(यनोके समाने तो, त के स्थान मे ˆ न-श्का उत्थापन देने से 


1. „ ‰ 
५ फ(य,र) तारताय का भी मान जान जामे 1 
फत^य) 


८५} यदि फ(य.र) = फा(य) + फि(र) तो तार्‌ के वडा चलानयन से 
^ फा(य) < फि(ग)तार = फा(य) ~^ फि(र)नार = फा(य)फि(र) + फा(योस्ि ज्रां 


दिगुण वा चिगुण चलखानयन । १२७ 
./^फि(रोतार = फिर) +सि इसलिये 


८ फा(य) फि(रोतार = फा(य) { फि(त्र)--फि"(ग) ] 


ओर. फा(य) { फि.(घो-फिप(ग) } ताय = { फिप(घ)-फि(ग) } .८का(य)ताय 
= { फिष्च)-फिष(ग) } { फार(य) +स्थिः } 
यदि.^फा(य)ताय = फा९(य) + स्थिः! 
इस लिये त 

(१ + फ(य) >< फि(र)तारताय = { फिः(घ)-फि (ग) } { फाः(क)-फा९(अ) } 


= 9 फि(र)तार > रफा(य)ता य 
। 


इस से यह सिद्ध दोतादे करि यदि अ, क, ग, घ सिराङ्क हो अर्थात्‌ य, वा 
रकाकोःईैफटनदहोतो 
८२८८ (य) »< फि(रोतास्ताय = ‰(क्फा(य)ताय २८ ‰(¶फि(र)तार पेखा दोगा । 


६६। इसी तरह जहो तीन चखरारि के वडा से 
(१ *फ(य,रः)तारतास्ताय पसा स्वरूप दो वदां यह समथना चाहिये 


कि परे खय को सिर मान ता के वद्यसे त,थ कं भीतर सान्तचङ निकाला 
गया फिर इसमे यःटको स्िरमान, तारके वासर ग,घ के भीतर सान्तचङ 
कामान निकाला गया फिरइसका तायके वरासे अक के भीतर सान्तचल 
का मान निकाला गया ह । इसे चिगुणचल कहते है । 

देदेक्रम से फ(य,रः) ^ल र ८५य ८५इस सचे से जो श्रेदियों वनैगी 
उन का (रौ)प्रक्रमसे यदि योग करो तो वह 

(१/१ +फ(चरुक)तालतारताय इसी के समान होगा । 


चिद्या्थियो को चादिये किं श्रेयो का रूप पला कर उनके योग पर से परसुपर 
सव की तुना कर अपना मन भरर । 

यद पूवै युक्ति से भक दै कि थ, ओर त यर के फठ, घ ओर ग केवल 
यके फठ हो सकते है परन्तु क ओर अ सर्वदा सिरा ही रदेगे । 

६७ इख प्रकम मे कुछ उदाहरण दि खलाते हे । 

(१) .^.^ (यः+ र + र)तायतार इसका क्या मान होगा । 


चखछरारिकर्न । 


१२८ 
यो फ(यः,र) = य+ <+ र 
इख दिये ./ फ(य,र) ताय = य (-- +र +र) र को श्छिर मानने से 
र, न्‌ र 
फिर. ./ फ(य+र)तायत्तार = ^ य{(-र +र + रफतार य र ध 
यको स्थिर मानने से 
(3 _यष्र र्य र्य 
च्ल लिय स = दू + द्‌ + 
यो यदि././फ(यःरो)तारताय इसका मान जानना हो तो पहले 
स र 
.^फ(यःसेतार = ./^ (यः+ र + रथेतार = य र + द -- ह भयको स्थिर माननेसेफिर 
यष्र, र्य, रध्य 
न्ष द्‌ न र यह दूसरा स 


./^7./^फ(य,र)तारताय 

= (| (क~ ~) छ 
[[(कर+ इ त ताय = 

हुआ । दोनो स्थानौ मे स्थियड छोड़ दिया है । स्थिराङ़ छेने से पटे 

२ {~ 


„^ फ(यः,र) ताय = (यः+ र + रः ताय = य +-रय+र^य+स्थि 


फिर. ./फ(य,र)तायतार = ./(-य- +र य +स्य +स्थि) तार 
य-पी (र) 


यर रभ्य यष्र रय 
= ` सन पि {ष्ट प्र ~ ध्र < = नि वि 
दर + + त +र ++ ल्‌ र 
~ स सि 

२ ३ ॥ 


यह सका मान द्आ। 
फिर.८^फ(यःर) तार = .८^ (यः + र + रतार = यथ्र + 
> द्‌ 
= -- सिर) ताय 


ओर .^./^क(य,र)तारताय = .^ (य र + -- ~ 
रध्य रभ्य र , रभ्य , रभ्य 

= -=- +----+ ---- स्थिन्य--स्थिः = ---+---फा(य 

ध + ---- स्थिन्य--खिः न (य) 

इस लिये ठोनो स का ऽन्तर णी (र) + फा(य) यद्‌ हआ 


(२) .^.^म(यः,र)तारताय उस का क्या मान दोगा । 
कोल्यायर ॥ 


यदि फ(य,र) = ज्यायर 
य 


यो .^फ(य,र) तार = .^^ज्यायर तार = 


दवियुण वा जिशुण चखानयन । १२९ 


ओर .^.८^फ(यःर) तार ताय = -- .^ कोतवाल 


 /कोज्यायरः तायर कोज्यालताट „ दि ड = यर, 


यर ख 


परन्तु 


खः ट टः 
[ज 3 
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अ | 





| °| 


टः 
{~ द्ध म ¢ दि न ००५ 


[यथ्‌ 


कोज्याट _ 

ठ ट 
इस खये 

| रत॒ ५ 

१, न्यारा ५ वावाय (9 ्् 


र 


५९, 


| 


ल 
न प्र् ~ * 





०८ 
£ 


यश्रः यष्ट यशर 
ह ~ सायर + इ मुय + इ * › यह उत्तर इ । 


(२) (उदाहरण मे./र ./*१ फ(यःरोतारताय का क्या मान होगा ] 


= त ध ॥ 
(२) उदाहरण से ./^फ(य,र)तार <= ~ रे 8 


कोज्याय 
य 





१ 
इस ल्य .^फ(यःर)तार = - 


3], 
4 
| 


. 


अआ 





[व्‌] 


(4 र य 
र्‌ [बी [गि कि > 1 [ 9 ष । 
य य ध [> 


॥ 


| 4 
~. 


[1 





॥ 
17 
1 
[२4 4 
+ 


६ 


= ^ 


(~ भ यः यः ८ 
इस षटये.^ .^ ? फ(्य,र)तारताय = चृ 
2. 


(ज ६. च्यु „_=~६ 
ओर ./क./१फ(य,र)तार्ताय = क -अ_ _ = श प 


५ 


यदी उत्तर हुआ । ‡ 
(४) ८.८. /य+ रव +र+ल्तालतारताय इस का मान जानना चाहिये | 


यहां .^ इ *र+ज्ताङ्‌ = इष ++ स्य, ओर र को स्थिर मानने से 
इस लिये 1 + रतु = इरय+रर-- यकर 1 
© 
^&^ "* उ+ व्ता्ततार = ,८इ रय+रतार--./इय-+रतार = 


श्र 


# 


१३० चरुरादिकख्न 1 


इ२ यनरर्‌ 





~ इय+प्टस दिये 


र्य ध्य्‌ 
| 8 +डय+स+र तारतार = ब ~ इ - इग्य + इय = ई-- -- ‡ इष्य +य 
1 16 +ड्व^+र+ल्ताक्तारताय = - +य 


इस लिये 
|| | (४. = ~ - 3 -- ईड्य + द-प 


= ~ -- ३ इ + इ-- दे यदी उत्तर हुआ । 
(५) यदि फ(य,र) = (यः+ य) (रः +र) 


क्‌ ष्‌ 
तो || | फ(य,र)तारताय इस का क्या मान रोगा । 
ब्‌ 


यो  [फलमरोतार =(्+य) [५ प र| 
| फ़(यःर)तार = (यः + य) | + | 
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फिर || कलेबर = | रः य| | --ग --ग 


इस चयि | | फ(य,र)तारताय 


क--अ' , क --अ --गः , धग 
यह्‌ 
|| (य'+ य)ताय > || (र + र)तार इस के तुल्य होता दै । 
(1 ग्‌ 
अभ्यास के लिये भदन 


४। (ॐ -- कय)ताय 
व ० अ 
\८ (अ + य५८ ग~क्रय ) (कस + य\८ ग~) 





इस का.मान क्या होगा । 


अभ्यास करे लिये परर्‌न । १२९१ 


र्‌ 


यदो र = च + कय कल्पना कसो तो चरू का मान कोच्या-' ---~--- 
+८(ग -४अ्‌) 


। 1 (म र) स्पयताय इस का क्य मान दोगा । 
२+मस्पय 


उ० खा ( कोल्यघ्य + मल्याष्य ) 


न. य॒ 
३ सिद्ध कथे क| चनदन न्नं 7 


व 7 
५ सिद्ध करो कि नताय =खाज्या (+य)-य 


3 
द 3 
५ सिद्धकरो कि द्ल्नप्च् ज्या > (मानो कि र = यर) 





)7 ` ड 

द। सिद्ध करो कि 
1 छ्मताय लाय +अय+अ + २. स्प यथ८३ 
य. + अयः+अ य --अय~+अः \८द्‌ अ~यः 


७ सिद्ध कयो कियदिप = ‡ ओर न = ०तों 


{ ज्यापनज्यारषल्यादरप * - ज्याप (न-१) } न= 3 
<। सिद्ध करोकिं यदि प = ‰ ओर न = अनन्ततो 


{ स्पपस्परपरपररेष ` * * * स्पपर (न--९) } न= (4 
९। सिद्ध करो कि यदिप = ओरन = =तो 
कोञ्यापकोन्याटर्पकोज्यारेप - “ ` कोज्याप (न--र) 
ज्यापल्यारपज्यारेप - ` ज्याप (न--) 
९०। सिद्ध कसे कं यदि फ(यःर) = यरकोज्यायर तो यदि स्थिराङ्ग को छोड़ 
द्‌ तो फ(यःर) -.^.^फ(य,र)तार्ताय = कोज्यायर (यर + १) 
१९। सिद्ध कसे कियद, *फ(य)ताय = १ ओर फ(य) सर्वदा धनदो तो 


{ ‰ -फ(य)कोञ्यागयताय ¡+ { ‰८ ` फए(य)ज्य्गयताय } २८१ 


यो (र)पक्रम ओर (४०)वे पक्रम से पटर सिद्ध करो कि 
& -फ(य)ताय = (अ--क) फ {क~+प (अ-क)} = 


इस लिये १४ { फ(य) } ताय = & पूय) फ(य)ताय = 


0 १। 
९५५ 
^ 


चटसारिकलन । - 
= फ {क~प (अकः) } .८अफ(य)ताय = फ { क +प (अ--क ) } 
की 


ओर अ कोउया्गयताय = य भकोज्यायतायग 


च) 


१ [ गञ~न्ग ध ज्या रअग~ज्यारगक 
ग २ र 


५ यग्‌ उ्य॒रिगय्‌ ५ (~ 
(क्योकि „^ कोञ्या्गयतायग = -र - + `“ इस लये 


.. { फ(य) {` ताय > ‰ -कोञ्या गयताय 


अ अक अयारअग--ञ्यारगक 
= फ { क + प(अ-क) | 1 == 


यदह { ‰ +फ(य) कोज्यागयताय;* उस खे वड़ा होगा (अध्याय केश९वे प्ररन से) 


ह्र ~ २ ग उ्यार्गय 
इसी तण्ड ^ उ्यागय ताय = १ ^ ज्याय तायग = -र - ~~ 


ग २ ^ 


रि अग्‌-कग (| अग ज्या रकग 
इस लिये (जया गय ताय = र 1 न _ ज्या अग-ज्या 


~ (न अ 
इस चिये । ` फ(य); ताय > ॥ उ्यागय ताय 
1 र 


{ ऋ +व(भ-क) 1.4 ~ यावा व 
८फ { क + प(अ-क्र) ¦ 1 र त 


अ 
यह वड़ा दोगा { | फ(य) ज्या गय ताय | ` उससे। 
(7 
ओर तच ठोना का योग ८फः{क~+प(अ--क)} {अ-क = १ यदह वड़ा 
मृ ० (1 ड 
दागा 1 ॥ फ(य) कोञ्यागयताय) + 1 | फ(य)ल्यागयनाय\* उस से। 
र ध्‌ 


्, न 
२२ सिदध कगे क्रि यदि 1 फ(य)नाय = १ ओर फ(य) सर्वदा चन षो तो 


॥ 11 
अ अ 
॥ य फ(य) ताय 7 , ५ यफ(य) ताय, 
प्‌ #। 


८८। चटराजिकलन चच समाप्त ला गया) पिचे अध्याया मे जे नक 


ए, 
त 


सिद्धान्त भौर उद्राहरण दिखता आये ड उन्टी का पपच्च सच अगर अच्यार्यो 
हर । 


| 


१०14 


ठ 


श्रभ्यास क दिय प्रधन । ट 


९४ 
६५१ 


अम ययक्गणिन मे परिकर्माएक ओर बीजगणित मे च्गपरनि पर्यन्त गणिन 
मृग्य ्रागे सव दाना गणिनोमे टृन्दी का सयत्र प्रप्य ठसी ण्ड र्टोनी 
आन सवय पिन्द मिन्धान्नो कादा प्रपञ्चरै ट्स चयि विया फरो चादिं 
पि ष्न पाया वध्यायां जाकर चदि गयादेउन क्ता अच्छी नरह ्यान 
टकर अभ्यास कर विनाठन फः जाते श्रगदध थध्यायोा का प्रान राना धन्यन्न 


भ 
112 


हति प्यमाध्याय। 


9०9 €.©८~ 


चङराशिकखन । 


[ कज 
९५ 
८ 


षष्राध्याय 
किय 
वक्रक्षेजो का चापानयन ! 
६९। चलनकटन के शद्वे अध्याय से सिद्ध है कि यदि किसी वक्रका 


भ. 


र = फ(य) णेस! समीकरणदो तो व ५ +त _ फेखा होगो 


इस लिये ताचा = \८ तायः + तारः । यहो पर वक्र के समीकरण परसे 
ताचा का मान पाय) ताय णखा होगा फिर प्रिछे अध्यायो के वर 


से [ ताचा चा~+स्थि | ताय.|१ तार. [४८ + तारं  [ काका (य) 


ग्रह्‌ पससद्ध हे जायगा । 





चा+स्थि= ४ ताथ ५|९+ -7र- इस छिये कट्पना करो कि 


जव य = य तव चा = चा, ओर जव य = यर तच चा= चा; 
दस लिये चा-चा, = ष 
य 


इस लख्यि दो कोयियो के वीचमेयक्रका जो चाप टै उसके जाननेके लिये 
खिराङ्क का कुछ भी प्रयोजन नदी केवर यः ओर य>-जो उन दो कोटियो के 


ताय ५ १ + पा 


सुज दो उनके नीच || ताय५/१५ तार इस का मान के आना चाहिये । 


७०} जिस परलय (22721018) का रः= ४ अय यह समीकरण = उसको 
व्याप का प्रमाण जानना हे । 








„ तार _२अ.< तार _ रः+छञ _ ४अय +य 
यदा २ >= भय". ~ = -- ओर १ + 4---- ~ ~ < = ५ <. 
रख ताय र ९ तायं रः © अय 
(१ {= अं १ 0 अ 
=+ | इतं चयि | | ~अ [रताय = (-य+अ ताय 
य ५1 \^ यः + अय 





् ॥ य+ स || ताय ५८यः पय + दल(य +ड +4८ त 
= -च्ताय श 
५८ य + अय \८ यः+ अय ४. ४ + 


(रू)च प्रकम के 3) उदादरणसे | 
टस लिये चा+स्थि= ५८ यथ + शटा(य + भ + ८ ठ सयः) . ~“ (४) 
द्यमेयदियन०्ताप्रेच लक्नणसेचा-० 


वक्रक्चेत्नौ का चखानयन । १२५ 


दस लि सि = 4 ख (ई) 
इस का उत्थापन (१) मे देनेसे 
परवकय का चाप = \८क ~ यञ्च + खा (य + + \८यः + अय)- ईला ई 


स + अ + २५८ यः 
= \८यः+ यअ + ढा | +य +भ व = | श 


इस मे यदिय~अतो नाभीसरेजो छम्ब य अश्च पर होगा वह एक माग 

मे जद परलय को कारेगा वरहो से दिरः स्थान तक का चाप मान 
॥ ह _ ५२ 

अ\८२+ इखा [=+ | = अ\८^२+ ईद (२+२\८२) यह इभा 


७१। चक्राद्‌ का चापानयन (चनकखन मे २८६ परक्रम का शश्वोँ चक्र दलो) 


इस मे. = ५८ चछर (चलनकरन का ३८८ पृष्ट देखो) 


१ 9 = 
दसं लिये [ ताचा चा = (गक )च्य-र ताय =२( खर) (य) = \८^<कय 


यहा क्षेलक्षण से जव य = ०तव चा = ° ये स्थिराद्ध का मान दाल्य दोगा। 
1 
म 





७२ जिस चक्र कार =अ यनं यह समीकरण है उसके चाप का आनयन । 
| ॥ 1 
¬ „ तार = रो अय ह -- १ 
र=अयनच. . ताय न नं 
^तारः + ॥ ५ 
ओर \तायं +. व. 





1 1 ५९ 
अव | ताय ५ ९ -तय + इसका मान श्रये प्रक्रमे (४) 
न 


3 
। म = ९, न = <> मानोतो 
नं 


ट 
से 


4 


उदाहरण मे यदि 





1 
~= --- यह यदि अभिन्न ओर धनदो तो विद्धित दो जायगा | 
न २(म-न) 
{ 
अथवा-- + यट अभिन्न ओर ऋणदोतो भी उसी उदाहरण से 


२(म- न) 


१३६ चङखरारिकखन । 


नर का मान धिदित दो जायगा 1 यदि पदधा ऋण अभिन्न दूसरा धन अभिन्नो 


तो भी डितीयाध्याय से चल का मान विदित दो जायगा। 
1 1 








1 1 
= + | > न [१२४ 
जेस यदि. => तो मत --- = १ अभिन्न 
न ने २; (म~न) 
(~. 2 ॥ दअ 1 
त ^| प स्मय 
स श र्‌ ट्र +य 


ट चयि [ ताचा =ना+ = 1 [ख + च [धाय ५। ~~ +य | 


इस मे यदि य = ० तो षरलंचटखक्षण से चा=० इस लिये 


८ ८ 
रज्ञः अ 


क्‌ { [८ | रज्य | 


७२। कानन्वखी ((-2.1€1219) के चाप का आनयन ! 


= य॒ ~> तार य॒ थु 
इस मे र= ग गं +-द्‌ ग)इस लिय -तुद = (= + क 


१9. (न) 
भ १५ इग ~+~इ ग + = 3 (अज इ ग 


[९ वि गं य 
इसलिये 1 ताय ५ १4+तारः =चा+सि=- ध ह 
ताय २५३ग ड ग्र 


स्थि=अ> स कां उत्थापनदेनेसे 





यदि मूख विन्दु से कणना करे जहो य = ° तो यद्यो स्थिराङ्ख शल्य दोगा । 
७० जिस वक्र का यञ + र = अऽ यह समीकरण है उसके चाप का 


आनयन 


१. २ | 
> तार र उ +- ₹२३> 
य -क = न = [य | 


1 
4 | & 
५५ 01 (९ | ^ 


क मः = 
इख लिय च =यञ | तायय उ= इअय्यञ्+स्ि ४ 
यर्टो य = ° उस चिन्दु से यदि गणना करे तो स्थिराङ्क दन्य होगा 1 
चातच्त्त करा उयासाद्ध यदि खिर्तरत्त के व्याखाद्धंका चतु्धाटो तो 


दस चक्रको णक प्रकार का अनिचक्रालट कटने द्े। (न्लनकलरन मे २८६ प्रकम 
क्त १३ र्वो वक्रः देस्बो) } 


वक्रक्षेजो का चापानयन । १३७ 
७५] ६९. वे प्रक्रम स यह भी कह सक्ते हो किं यदि र के वदा से तात्कालिक 


सम्बन्ध का ज्ञान करे ती शचा ५ १ र फेला होगा । इसलिये 


सा [तार २ + स्थि] 6. 10 (१) 


इसी तरह यदि य ओर र तीसरे चलरािका फटददोतो चखनकलन के 
१५द चे प्रक्रम के (३) समीकरण से 


ताय तारः | ि 
ताक नू द्य ००००० [] 2 
| „+ 1" ताका (२) 


एेसे दयी चलनकलन के १५५ वे प्रक्रम से यदि अक्षीय मुज युग्म हो तो 








२ १ ६ 
चार [| + - त | २ ताप -+-स * (म स र ( द ) 
बाचा= || 4 २ ताव |्ताश्र+स्ि = 9 * [1 ५ @ > = (७) 
अथवा यदिस्पभन श्र सान जहो भ, श्रति ओर स्पर्श रेखा से उत्पन्न कोण 
कामानदहेतो 
-तप्व = _ 2 इस दयि चा= 1 श्च॒_ तापर+स्थि 
ताव ~ व्यार स्यां ॥ 
प ना (८) 
ओर ~-- = ----- › इसलिये चा = +-स्थि 
ताननु कोल्याभ कोज्याभ | 


् 


चटनकटन के १३१ वं पक्रम से ज्याभ = 


भ 


इन का उत्थापन (५) वमेदेनेसे 


वा= [शुत सि, जर जा [ला + -. (ध 
ल ५८ र . 

यों धुवविन्दु से स्पशेरेखा पर पड़ कम्ब का मान छ है । 

( चनकटन का १४ वों अध्याय देखो ) 

इन सव पर से जटा जिस प्रकार से चखानयन मे लाघव देख पङ्‌ व्यँ उख 
भकारसेचापका मान निकाछो | 9 

जिन पकारोमे मूख खेनेसे ताचा का `र्मान आता है वहो बीजगणित से 
स्पष्ट हे किं एक ताचा का भान घन र दूसरा ऋण होगा इस दिये बुद्धिमानों को 


४) 
भ 








२३८ चलरारिकटन 1 


चाहिये कि पदन के अयुसार जो जिस का प्रयोजन हो उसको ग्रहण कर जसे 
नट 


& रेया, क र्य 
७३ च पक्रम मे कातस्वटी के चापान्यनमेजो (इम +न +र) इस 


ल 


का मूल लिया है वह धन मानादेद्सपरसरे जो चापका मान आतादहेवदमभी 
धन आता है अर्थात्‌ मूकविन्दु से य अक्ष मे दहनी ओर यदि यका मान धन 
मानोतो र अक्ष से दहने भागमेजो वक्रकाभागदहे उसके चापका मान वह 
हे1 ओर दसी मे यदि मूर कण मानोतो चापका मान पूवे दहीके तुल्य कण 
आविगा णेसी दशा मे य, अश्च मे मू विन्दुसे वामभागमे य ओरर अक्षसे 
चाम भागमे जो वक्र खण्ड है उसके चाप का मान समद्मना चाहिये । (चलन 
मे २८६ परक्रम का १२ वों चक्र देखो) 1 


७द। खाघुरिक्‌थिक चक्र के चाप का आनयन । 
य॒ 
यदो वक्र का समीकरण र = अद्‌ (चखनक०, २८६ प्र०) १ वक्र) 


् 


क 


१ 





ल्य तार अ = \८र^+- कः ९ तारः 

इस लिये ~~~ = --डइ ए = 1 

ताय क क्र क ५ ताय 
९.८ 9, 

ओरचा= ढै .^५८( र'+ कः ) ताय देखो यदहो फल मे र का मान है 
ओर चरु ताय के वश से निकालना है इस ल्य र के स्थानमे जव तक कोई 
तत्तुस्य य के फट का उत्थापन न दोगे तव त्र चल्नान कठिन है । इस लिये 
यदो ७५ पक्रम के (१) समीकरण से 


ताय = क. ओर ^| १1. तय _ ताचा ५८२ कर 
तार 


र्‌ २ > 
स [५ कतम्ट ५ ॥ कतार्‌, ॥ रतार 
ॐ २\८ (र + क) \८ (सक) 


_ र 2 5 
=कलटा कर ्ल्पक्लं+ ५८२ कर + स्थि ( १२ वे प्रक्रमकाररे यों 


अभ्यास के ख्ये जो दन टै उसे देखो 
अव यदोजो यन=०न्तोर=असञ्समे मानोकरिचान=्चा,ःतो 


~ ञे 
चा = कट न ९८अः + क्र ध र र स्प 
क +\८अर द \८^ अ +क + स्थ 








सस्ये च-चा, न=्कन्टा रक +\८ अकम्‌ ~ ~---=---२ 1 
५. =< ^ र + कः -\^८अः 
जकर (न्तं ५८२. क -\८अः क 


वक्रक्षेचो का चापानयस । १३९ 


७७ दीधंचरत्त के चाप का आनयन । 


६ र 
[९ च, ६ ् र्‌ 
दीधेच्त्त का समीकरण, रः = ॐ (अ~यः) .".-~ + 


अ 
९५, 
॥ 

[ 


(चलनकलन का १०९ परक्रम देखो) 

यह यदि य = अज्याष यर र = ककोज्याय मान छ तो 

तद < अकोज्याप, नप = -- कज्याय । अव धवे प्रक्रमके(२ ) समीकरण 
ताचा 


से तस = \^ (अकोज्याष्प + कम्ज्या्प) इस छिये 


चा [५८ (कोच्या प + कचल्याप)ताप = अ [कल्या प + --रज्याश्)ताप 
=अ [५८८२ ज्याप)ताष यदो १-ड = क ओर अ खदद्धयासाद्धं 


कय य 

क = लघुव्यासाद्धे, स्पपर = "क्त 

च अर ५८ स्तः 

यहो \८ (१-इ^व्याश्य) इस का मान पयुप सिद्धान्त से विना फलाय 
चख क्ञान नही हो सकता इस लिये फौटाने से 





१.१३ 
चा=ञअ 1 ९-- इ उ ज्याप---~ऽष्न्या्प- रस्द्ज्याप -- . . -)ताप 


यदि ०ओरञके वीचय के मानें अथवा ° ओर ‰ के वीचपके मानमे 
यादे उपर के चर का ज्ञान रेणये प्रकम के खधूकरण [सद्धान्त से वा १२बें परक्रम के 
श्५बे उदाहरण से करो तो वाघच्त्त के परिधि का चतुर्था 


=अ 11 ताप- [च्या 'पताप- = [च्या पनाय 
२ ६९ || ज्याश्प ^ ॥ 


व्प्य १.२.५९ १२.२२.५२७ 
[१ एर स्यदः २९.४६६ = | 
इस का चोशुना करने से यदि पप्य चदद्न्यास से उत्पन्न चत्त की 
पारेधि । तो दीधचत्त की परिधि 


=-प(१- १ =. १२२ १.२.५ 
प(१ ड्‌ एरर २.४२. दू नं ) 


१९० शरूरारिकखत 1 


चस मे यदि आदि के ढो पदो को केवर ग्रहण क्रो ओर इ का 
मान वहत अस्प होने के कारण ओर पठो कोद ठो तो दी्चत्त कौ 


परिधि =प (९ - -~ईइ) 


२ ~ 
= प (>) च | | ध | २अ--कः | 
* "= 


५ 


॥ (क | १ | नः 
यो अत्तेक प्रकार चना सक्ते दो ( दी्चत्तछश्चण देखो ) 
७८। अत्िपरवस्य के चाप क्त आनयन 1 


[क 


इस का समीकरण र = ---र (य --अय) वा द 


रः ~ 
= 


५ 4 


(चख्नकटन का ९१९ वां परक्रम देखो) 
यो यदि य = अछेष ओर र = कस्पप रेखा मानो तों 


त्व 


~ = - अस्पपङेप. च कद्ेष्प 
तष 
इसखिये ७ वे प्रक्रम के (२) समीकरण से 


=, (अस्पषङेष + कछेप) 
#१। 


= ९ (उंस्पष + अंस्पप + कंस्पःप + रकर्स्पस्प + क) 
= \^ { (अ +क)स्प च +स्पप(जः + गक) +कः } 


अ~ 
=क\८-1 = स्प + 1 यके 








स्पषप~+र्‌ | 


[४ पफतेटाने [द 
इसको फेखाते से सवज स्पप का कोई घात रल्णा जिसके चटका त्रान 
३७ वे प्रक्रम के (३) उदाहरण से स्पष्ट हो जायगा } 


अथवा र = ->-\८य-- उ इसी समीकरण से यों 
तर = य॒ " ना _ { (क +अभेय -अ" ड 
ताय 1 व (य-अ) €+ नोः ) 1 


अ (य 
इभ्यः -अं ]३यटि 


= 





ड्य -ञः रट. १ ५ 
जा | 6 "रः [बय = | \. <| ताल) { यदिय= अट } 


वक्रक्ेचो का चापानयन । १४९१ 














५८ ख्-र 
ष यं 6 
-भ{ ^ प - + र क तर) 
इट [4 ता 
=अ 1 कणः तार ~ -- । ---- 
। रख ~) २इ ८ क\८छः- 
व. [छव --११२. (_ ता __.,,, } 
२४ ८\८क- ९ र४.द./ सपू ८^टन्त 
= ताल ८ 1. ताल ५ 





"~---------------~-~ ननन पर ------ 
= छ-१ मद्‌ ऊग्प मर / रग्न 
लघृूकरण सिद्धान्त से आदिं पद्‌ को छोड ओर सव पदौ के चल का मान जान 


सकते दो । 


ओर आदि पद्‌ च्यः तार इस का चख इ३\८र-१ यह हे । 





यटा म का मान विषम है इस लिये सव खण्ड मे अन्तमं 1 --ताखं 
ख\८ छ - र 
= छे ष्ठ यदह दोगा 
यदि ° ओर अनन्त के वीचल्के मानम चापका मान अपेक्षितो तो 
ऊपर को उधूकरण सिद्धान्त से 


चा (4,१९.१... ९.१.२३ २ 
५. इ + "द्व्थ ड + द्द त 


१.१.२.५ , १, , ४ ) यह सिद्ध होगा । 


6 ^ 


७९. । आकरमिडिज्ञ के सर्पि का चापानयन ( {16 5112] 
^101111116065 ) (चलनकलन मे २८६ परक्रम का (४) चक्र देखो) 





< श्रु 
इस का समीकरण श्रु = अष इस लिये -न =अ। ७५ अक्रम फे(३) 


(~ ताचा २ ताश्रुः 
समीकरण से -~--- = [४ + ---< 
ताव = ५८ [ ताष 





इस स्यि चा = [५/४ + -वा | ताष = [५८ + अप) ताषर 


५५१ 


८२ चरखरारिकटन 





= अ [५८ (९ + प्रताप = द ९८? + पः + -य- खा { प~+-\८१२ पः} +ल] 


यदिप~=०्तोचा=० इस लिये स्थिराङ्क का मान्य दूल्य दोगा । 
८०। जिस वक्र काश्चु=ञअ (१+कोज्यापर ) यह समीकरण दहै उस के 
चाप का मान जानना ( चटनकटन के २८५ पक्रम का (१९) उदाहरण 


देखो ) यद्यं तलः =- अस्याप इसलिये 


चा = [८ { अ(१ + कोञ्याप) + अश्ज्या्प } ताप 


=अ | \८ (+ रकोल्याप)ताप = २अ [ कोज्या ‰ ताप = ४ अन्याई्‌ +स्थ। 


यदि चाप की गणना वर्धो से करे जरो पच=न०्तो स्थिराङ् का मान 
दन्य होगा । मूढ का मान कण ठ्ेने से दृसरी दिश्या का चप 
= --अज्या दरणेखा होगा 1 यदो यदि पप्तो ऊपर के आधे का 
प्रमाणः = अस्या ए=धअ ओर ऋण मान से नीचे के आधे का प्रमाण 
= ७अन्यार्‌ = ४ । 

इस लिये समय चाप का प्रमाण = <अ यदह इथ । 

इस चक्र को अङ्गरेजी मे क्यारडियाइड (2101010 ) कदते हे । 

८९। लाघुरिकथिक सपि के चाप आनयन । 

(चखनकटन मे २८६ धक्रम का (२) वक्र देखो) 

यदो श्च =अ इई इस लिये पक ला ओर वान्‌ = कः 


ताश्च श 
इस लिये ७५ प्रक्रम के (2) समीकरण से 


चान «८ धु च ९| ताश्च = [\८कः + धोता =श्रु ५८ कर + १ 
श्रति का प्रमाण श्रु शु मानो तो उन के वीच क्रे चापर का प्रमाण 
( श्र्वः )\८ क + १ यह दोगा । (१) 
चटखनकटन से सिद्धिटै किस सपिरखुमेभश्रति ओर स्परीरेखा से उत्पन्न 
कोण की स्पठरेखा सवेदा स्थिर क द रस लिये उसकोणको यदिभक्टोतो 
(२) को धरर-श्व)ो चखचण्सेनी लिख सक्नेटो 

८२। अपचक्राल्द ({1८\ ५1०10 } के चाप का आनयन । 

( चखनकलन मे २८८ घक्रम का (२३) चक्र दरेगबो) 





वक्रक्ेचौ का चापानयन । १४२ 


दख मे चलनकलन से सिद्ध कर सकते हो कि मूल विन्दु से स्पशरेखा 
पर पड़े छम्ब का मान 


== (अ+र्कंेज्या आर 








२ 
दस खये खः = (ध अ) जहो ग = अ+ रक 


अव ७५ वें परक्रम के (६) वे समीकरण से 


\८(ग--अ) (_ श्युताध्रु \८(ग-अ) ,,/ २ 
+ \८ (गः -श्रु % + स्थि 
५८ (ग -श्रु) अ 
परमनीच ओर परमडच्च मे जहो क्रम सेअ, अ+ रक =ग श्रुति हे इन के वीचमें 
अनक श्रुताश्च (गः ~अ) . „----- शगः-अः 
चापकामान = - = ~~~ =^ ~ 
मान = ल 4८नर८ > 
~ (अ + धअक + छक -अ) _ ७क(अ +कः) 


ल = इस सिये इस का दूना 


व्क (अ+क) 
यह अपचक्राल्द्‌ के पूरे चापका प्रमाण है जिस की उत्पत्ति 
चटितवृत्त के एक वार समर श्रमण करने से होगी । 
८३। इसी प्रकार अतिचक्रालद ( 770८५101 ) के चापानयनमे भी 


५ ब ध) , ज्ोग=अ-~ रक 


ताचा ५८ अ -ग श्र भ क ~ 
मानोकिग८अतो त ~ त्क्ल इस पर से पूववत्‌ 


र र = > क थ (०५ ४०५५ 
चा = = ४ ५८श्ुः- गः + स्थि ओर चदितचृत्तके एक चार घूम जाने में 


क (अ--क). 


चपि सर 


यदि ग'7अः" तो पटले सम्बन्ध को अर्थात्‌ वणवा इस के मान को 


ताश्च 
९ ग--अ रु ० 1 
1 ५८ एेसे लिख सकते हो । इस स्थितिमे क 7अ तव 


चङितचुत्त के एक वार घूम जने मे वक्र के चापका मरमाण-4कक थ) ध 


होगा ! जव अ = रेक तव ग = ° ओर छ = ° ! फेसी स्थिति मे 


ताचा 


स १ इस लिये चा = श्रु + स्थि । ओर चछितच्रत्त के एक वार धूम जने मं 


१९८४ चटरारिकटन । 
चा = > अ = स्थिरवृत्त का व्यास । 
यदि अ =क तो = ओर गः = अर, श्रु = अ । ेसी स्थिति मे .अतिचक्रा- 
छद्‌ विन्दु रूप दोगा । 


= _ गधश्रु-अ) . „>= _२_ श्चु्ग--श्रुअ--ग््रु+गञः 
जव ट (वि शु [ < ~~~ 
जव ख जनः * श्चु-ख न~ 
ध अ (गश्च य) क ९८ ग-अः ५८ श्र ~ल उत्थापन अप- 
= गष . ५८गक्वः = ~: इस का उर प 


चक्रालद के चापमान मे देने से चा = ग -ज )५/ श्च -ख + स्थि 
खः 
पेसा भी दो सक्ता ह] 
| > क > (स = 

८४। मूरचिन्टु से चक्र के किसी स्प रेखा पर पडे छस्व ओर रम्ब ओर 
य अक्ष से उत्पन्न कोण इन दोनो के चश से वक्र का चापानयन । 

करना करो किसी वक्र का ना मूखविन्दु नार = र अघन, नाय = य अक्ष। 
व विन्दु की स्परोरेखा वरु। नासे इस पर पड़ा हुआ लम्ब ओर 
८ ङ्नाय = प है 


वक्र मे मानो कि चाप की गणना अ विन्दु से आरम्भदो करव की ओरहे। 

च चिन्दु का भुज = य = नाम यर कोटि =र = वम। म विन्दसे नार पर पड़ हुए 

खम्ब का मूर विन्दु ९ ओर मर! पर व विन्टु से पङ्‌ इष्ट रम्ब को वट> समभो। 
ठोनो अक्षो को परस्पर टम्वरूप मान खो । 

र 





चिकोणमिति से, नाट = ख =नाम कोल्याप + वल. = यकोज्याप + रज्याप 
ओर चल = च = नाम लज्याप--मट.ः = यस्याप--स्कोज्याप 


वक्रक्षेजों का चापानयन । १४५ 


चखननकलन से-कोस्पप = --क्योकिं गणना असेवकी ओर दहे इस ल्यि ज्यौ 
ज्यारवढ़ृगात्योत्योय की गति कुण होगी । 
५८१ रत =/९ ५ तार, = दाच = कोकेय (ऊपर की चित से) 
ताप के वश से र का तान्काछिक सम्बन्ध निकालने से । 
ता = कोल्याप भ -- यज्याष +ज्याप लार + रकोज्याप 
= कोज्या तान + यापन तवः -- (यव्याप-रकोज्याप) 


८ ता ताय 
= कोज्या प्र ~~~ ~ कार जउ्याष ननन "> चु = ~ 
`“ “ त्र "^ ` तच 


` एक वार ओर तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से 


ताछ ताच तार 
त = - ~~ = -( ज्याषः-~ + कोज्याषः य-कोज्याप -५4र 
च ह = ज ज्याय तुद + ज्यापरः) 


ज्याष ताय _ कोल्याप तार , ताय 
= - नन ---- - कोज्याष तार. ताय. ल 
ज्या तावं "त्र त॒द्ध" तात्र - ख 


= ज्या पकोकेष ---- + कोज्याप कोस्पष तम ) 


का (ज्या पकोेष + कोज्याषकोकेष)- छ 


ताय ताय , ताचा ताचा 
छेष--र= --वावय . वाचा. _छ-_ > = 
ताप को ताप ताय ख ~ तात्र 


इस लिये चलखानयन से 
ताछ तार 1 ॥ ताचा 
~~ ताष = -~ ~ = - | ङ्ताप- तार = - -चा-च- 
| जत्र वा - ठखताष-चा-च 
वा च-चा =  [छताष । 
तार 
वक्र के समीकरण पर से ओर तार _ -कोस्पष इस से य ओर रका मान 
पके रूपमे आ सकता इनका उत्थापन ल्मेंदेनेसेखमभी कोई 


पकाफख होगाफिर चा= = [ख तापञ्सपरसे चापका मान जान 


सकते दो ! व की ओर गणना करने से चा का कण चिह् छोड़ दियादे4+ | 


१,३६ चलरारिकखन । 


ऊपरजोष, ख इत्यादि का परस्पर सम्बन्ध दिखलाया है वह सव हम 
ने यचर्चार नामक ग्रन्थमे लिखा डै1 वाखवचोध के लिये यदहो मी थोडा 
सा दिखला दिया हे 1 


उपर जो ख = यकोल्याप + रस्याप 





तदि 
= =- च = -यज्याप+ रकोञ्याप 
ये सिद्ध हए है इन पर से 


रुकोञ्याप = यकोल्याष + रल्यापकोज्याप 


ताठ > = 
व ञउ्याप = -चच्याप = -यस्याप ~+ रल्यापकोञ्याप 


(१) 


ता 

अन्तर करने से छ कोञ्याप--ज्याप ल य } 
इसी प्रकार ठ ज्याप-+ कोञ्याष > =र । 
यदि एक णेसे वक्र का ज्ञान करना हो लिख के चाप परसे उरि 

[लता इस का जनान अपेक्षितो जदोखुकोई पका फटे तो (१) 


समीकरण से स्पष्ट हे कि छ, कोञ्याष, ज्याप, ओर---उन खव पर से 





चक्र का भुज, ओर कोटि विदित दो जोयगे । 


इसी क्षे मे यदि वक्रजातीय चत्त का ऊेन्दर ग ओर व्यासाद्धं गव =वि 
सानो ( चल्नकल्न का शऽव अध्याय ठेखो) तो चरनकलन के १६८ 


6 ताश्र _ताचा तार ताश्च 
आर १७१ पक्रमासे, विश्रु चयि =श्रु ~~ 
। 4 ताद तां = तायं ` चस ताप = ताचा 


ओर > = श्रुकोज्या ताश्च 
ध श्रुकाज्या ८ नावदट = --श्रु 

2 2-ताच ताच 
तार 


ताप 


इसलिये - च = 





1 


ना विन्दु से वक्रजातीय व्यासाद्धे के ऊपर नात छम्ब डालो तो श्प 
टे कि नात=च=वल। ओर चक्रके भ्रति विन्दु के भिन्न भिन्नजो वक्र 
जातीय इत्तकेन्द्र टोगे उन पर गये ए चक्र अर्थीत्‌ अवल्यूत ( चनः 
क्ल्टनका १७५ वों क्रम देवो) के सरार नात का वैसाटी सम्बन्ध रटेगा 


वक्रक्षेशर का चापानयन । १८७ 


्ञेसा किव विन्दु के साथ वल अर्थात्‌ च का है! यदित च्िन्दुका 
अक्षीय सुज युग्म छ, ष मानं ओर तगन्चतो ` 


॥ > 
तालं तां ताच. _ ता 
तापं ताप तापर ताप 


क्योकि अवलूत के लक्षण से गव रेखा अवदूत की स्पभेरेखा होगी 


ओर चि चत +तग ~ल +च॑ =+ ता 
ताप 
~ ~ _ताचा ताचा ताष्ट 
परत वि इस लिये (ध 
ख ताय : न ताष ४ ताप 


<, तख (~ 
ओर चा= [ख ताष + - यदी पे भी सिद्ध हआ था । 
यदि प्रत्येक स्पर्शीरेखाओं के उपरना विन्दु से खस्ब डरे जार्यै ओर 
उन छम्बमूलो मे छगाकरर एक वक्र कर ओर इसके ठ विन्दु पर जो 
¢ होगी [९ ् ४० 
स्परेरेखा होगी उस पर नाचिन्दु से जो कम्ब पड़ा उसको छ, कटो तो 





चलनकलन के १३१ वे प्रकम से ले = -=ः + ~ - -ा > ( क्योकि इस चक्र 


ल, श्रुति [०3 = तट ५९ 
की श्रुति =रुहे) ऽसमे य ॐ स्थान मे-च का उत्थापन देनेसे 





इसलिये क (य ~> त्प थ =| 
ड ट = "सच्च पक चमत्कृत सिद्धान्त उत्पन्न होता हे । 


उपर के क्षेमे अ विन्दुसेव की ओर जव चाचा तो च = च\ ओर जव 
चा = चा तव च = चर फेला मानो तों 


2 
चाचा, +च-च,>= 1 खुताप यह उत्पन्न होगा 


जदो चाः ओर चा, सम्बन्धी पर ओर पः है । 


भुच स्थान से फिसी ष, मे यदि श्वुति का मानश्रुःओरवच का मानच, दहो 
= [4 ~, (~ [१ [१९ 
तो स्पष्ट हैः किं श्चुति नियत अक्ष के चारो ओर धूम कर जव फिर अपने पटे 


१४८ चछरारिकलन । 


स्थान पर पहुचेगी तव प का मान ष्‌ = ष + सप यह ओर श्रु = श्वु\ । चः= च, 
एेसी स्थिति मे जो सीमित वक्र दोगे 
॥ ४.1 
प 

८५ < प्रक्रम के सिद्धान्त की व्यासि दिखाने के चयि दो उदाहरण 
दिखलाते हे । 


(१ ) मानो कि अतवक पक दीर्चृत्त का चतुर्थोश दै जिस का केन्र 

& € 
न, वृदव्यासां नअ = अ, लघुव्यासाद्धै नकन=क, व विन्दु की स्पशेरेला 
ल्वस ओर उख पर केन््रसे पड़ा ठ्स्व नल~ख्डैतो न को मूखचिन्दु 


मानने से इसका समीकरण ज +डः =१ यद होगा । यदो यदि 


उनके परिधि कामान खताष यदी होगा । 


८ खनस = प, सो ८४ पक्रम से ख = यकोञ्याव + रल्याप । 
चद = च = यस्याष-रकोल्याप । 


र य॒ , रर तार स्यओर -तार य क 
ओर = १- ~~ ` -र --- = ---सओर----= --- 
क अ कः ताय खर आं ताय र॑ अः 

(९) 

क 
> 
(+ ९ 
[9 
आर यकोल्याप + रज्याप = स्यापर ( कोरुपप > -- + ? ) 
आ. = 
= स्यापर | ---कोस् प~+ ? | " “ * (२) 








। 4 ˆ~ ४ र. ६] अ भक्रोस्प > 
परन्तु स = कोस्पप .“ क = कोस्प प) --- =-2 कोस्य 


वक्रक्षे्ो का चापानयन । २४९ 


य 
ओर ~ = ध । प्क मे जोड़ देने से 
क 
कः _ अकोस्पप+क 
=-= 
मूल लेने से ‰ = \८ ६ + (१-इप -्कोर्प प ५) 


क 
\८ ९ + (९-दइगे-ष्कोस्प प 


इस का उत्थापन (९) मे देने से 


ट = जयाणर| अ. कोस्पष + | 
{ (१९-इ३) - कोस्पष +? | 


4 
॥ 


>= उयाष ----~~-------------~ 
\८ २ + (१--ई 'कोस्पःप 
= उयाषक\^ { ९ + (१-३)-' कोस्पष्प } 
= ७९८१९ + द्र ५८ { स्याष-इ ज्याप्प + कोल्याष } = अ { १-दज्याष } 
अव अ\८ (१-द्याष) इस क पर से 
अव +वचख>=अ { ९८ १-इ 5 
वक्र मे व चिन्दु एेसा कल्पना करं जिसक्रा सु = य = अल्याप 
ओर कोटि = २ = ककोञ्याप तो ७७ वें पक्रम से 
कत = म [\/ (९-द स्या) 


इसलिये अव + वख = कत यदह सिद्ध हभ । 
अर च चिन्दुका मुज यदियतो ८४वे प्रक्रमसेलकेरूपमेय 


(अ) 


तताल = --------- अद्याः पकोज्याप 

= ठ कोज्याप- -- ज्याष्र = अकोल्यापः^ ९-इन्ल्यत्व = 
र ५ ९३ ज्याप+7टू-ङल्याचं 

~ _ अकोञ्याप (क) 
+/(९-इ ज्या प) 3 


(क्यौ चदं चल = च.= -- -तार_ = अद 'जउ्यापकोस्याष 
ताप \^ (₹-ईल्याप) 


चल के मान मे (क) का उस्थापनदेनेसे 


१५० चलराशिकलन । 


(~ 1 
चल = इष्यज्याष ! इसी जगद यदि त के भुज का य = अञ्याप 
इस का उत्थापन द्‌ तो 
इभ्ययं 
अ 





चल = इख पर से ओर (अ) के रूप से 


र ॥ 
कत--अच = वल = भ ५ “ (ग) 
इस सिद्धान्त को स्यागनानी (7481211 ) ने निकाला है इसलिये 
उनके आदरार्थं इसे पयागनानी का सिद्धान्त ( 7?4९712111"5 {1६01 ला॥ ) 
कहते हे! चरु का मान चलनकलन के ११ अध्याय से भी इयज्याप 
यद निका सक्ते हो । 


४ 





2 > ॥2 
९ ~ अ-अश्ल्याप अ~य द 
वग दे -ह्न्स्च्चषनण = च्य 
(क) का वगे कर नेसे रस्यं ट क 


~ -ट 
छेदगम कर समरोधन से 

इ्यभ्य.--अ'(यः + य॑) +-अ*=-० इस से यह सिद्ध होता है कि 
यफे स्थान मेयं काञओरयं के स्थानमेय का उस्थापनदेनेसेभी 


[७ [+ अत = इच्यरयं मी दोगा 
परवेवत्‌ फल उत्पन्न होगा । उस लिये कव--अत = ~ यद 


(२) 





मानो करि किसी अतिपरवलख्य का केन्द्र न, अ जिरःस्थान, वल व विन्दु पग 
स्पशेरेखा ओर इख पर न से पड़ा छस्व नल है । 

यरो पर भी यदि ८ अनल =प ओर नठक=रुतो (१) उदाहरण 
के णखा सिद्ध कर सक्तेटोकि 


चल्ट--अव = अ | \८(?-उ ल्या) ताप 


यक्रक्षेो का चापनयन । १५९१ 


चखनकलन के शयवे अध्याय से अतिपरवलख्य कै अनन्त दुर की स्प 


[ ९ (~ न न तार ८० 
रवा अथौत्‌ असीमपशथ्च निकारो तो उस समय ~> = ¬+ = इस लिये 


क न 
उस स्थान मे प्र का मान अ! कातो कोस्थ, = {= \^ इ~ अति- 


परवख्य के टक्षण स उस समय अ स्थान से अनन्त दूर तक जो अतिपरवलख्य 
काचापदहो उसको न स्थनसे असीमपथजो दी उसके मानमंघ्ा वेने 
नोप = स [ १८ (१-उ्याप) ताप यही दोगा] 
© 

यह रोप ची है जा ७८ प्रक्रम क अन्तमे सिद्ध हा दहै क्याकिं उस समय 
अद्र यद्‌ असीसपथ ही का मान दोगा । 

<४। परक्रम मे जो सिद्धान्त दिखलाथा दे अर्थात्‌ चा = त्न 4 | रताप यद 
ठेजेण्ड (1९8९101९) का निकाला इुधा है (§९८ (18117 ५९5 एकाल्(छा७ 
{111110८5 ) 

८६। अति परवल्य के चाप का मान जानने के लिये ल्याण्डन का सिद्धान्त 
( 1210615 ([द्गलाा छा 8 प्शला0०ा८ 16, ) 

अत्तिपरवख्य का कोई चापको$दो दीर्धबर्तौ के चापसे प्रकारित कर 
सकते हे । 

किसी चिभुज मे जदो भा, का, गा कोण ओर उन के संमुख सुजञ,क,ग 
है सररुविकोणमिति से स्पष्ट टै कि 

ग = अकोञ्याका + ककोज्याआ । “ “ * " (१) 

मानो कि रशिरःस्थान का वदि्गतकोण गा=आ~+कादै) भओौरञ,कटो 
सुज तो स्थिर भौर वाकी सव अवयव चिभुजमे चल है 
तोगाञआ~+का ओर ता +ताका = तागा इससे (१) को गुण देने से गतागा 


= (अकोठ्माका + ककोज्याओ) ताआ + (अकोज्याका + क कोज्याओआ) ताका चल- 
नान करमे से 


 [ गतामा स | अकोज्याकाताआ + | ककोज्याआताका + रअन्याका+ स्थि 


वा सरखुजिकोणमिति से 


[५८८ + कः+ रेअक्रकोल्यागा)तागा = | ९८ (अ-- कल्या) ताभा 


२५ चलराक्िकटन } 


। 


“श 


~+ [५८८ अज्याका)ताका + रजस्याका+स्थि ` (२ 
परन्तु \८ (अ + क + अक कोञ्यागा) 

= ९८ { (अ--क) ज्या (अ +क) "कोज्या -‡- } 
इस लिये (२) का रूप 
[८ { (अ--कोञ्या-+-+(अ+क)ः कोज्या" } 


= | ९८ (अ--कञ्या अ)ताआ + | ^^ (क--अशल्याका)ताका 
+ सअञ्याका + स्थि 


अक [4 > > गा 2 
व्समे | जत | =\- इभ्या -> ज्याप्र। 
क |< आन्ञ्या 1 < < # ना कर 
सः ~ ०९ ज्या 1 भ 1 पः | क ~ २२ ॥ ज्या का त उ्याचघर कर्प 


जहोअ7्कतो 


२(अ + क) | ९८ (-द स्या प)ताप 


नअ [५/८ + इ ज्या परोतापः + क [८१ ~ उ{ज्या परताप. 

+ र्थन्याका + स्थि - ॐ 

देखो यदो वाये प्न का चरु उस दीरधचत्त के द्ियुण चापरका प्रमाणे 
निसका ब्रदद्यास = २ (अ +क ) ओर दहने पश्च का प्रथम चर उस दीधरत 
का एक चाप है जिसका बृदव्यासाङं = अ 1 दोनो मे क्रमसे द्‌ ओर इ, उपर कौ 
कस्पना स॒ निप्पत्तिमान हे 1 (७७ वों प्रकम देखो ) इन दोनो के अन्तर तुस्य 
समीकरण से ठहने पक्ष का चल दोगा जो कि ८५ वे परक्रम के (२) उदाहरण से 
एक सरल रेखा ओर उस अतिपस्वख्य के चाप के अन्तर समान टै जिसका 


छघुव्यास = सक ओर निप्पत्तिमान = क यह दै । 


इस पर से किसी समयमे ८५ये प्रक्रम के (२) उदाहग्णसे चटका मान 
जान कर ओर रअज्याका के नानसे दोना दीर्घवृत्ता के चापो पर से अति 
परचत्मरय का चाप जान सक्ते दै । 
जव सरख्चिकोणमिति से स्पष्टे करि 
अस्याका = कञ्याधा। गान्धा+का 


वक्रक्षेचौ का चापानयन । १५३ 


इसयिये आ ० से छकर 7 तक जव पहुचेगा तो गाभी० से ठेकर 


¶ तक प्रहचेगा । ओर अज्याका = कज्याआ के नियम से उस समय का 


० छेकर अआ! ( जर्हो अः = ज्या”) तक पर्हुच कर फिर घ्रटते घटते 
० तक आजाथगा । णेसी स्थिति मे ककोञ्याआ ओर तका दोनों 
ऋण हदोगे इसलिये ककोल्याआ ताका सवेदा धन ग्डेगा तच सान्न- 
नचखानयन से (३) कारूप 


२(अ+क) [२८ (१-इन्याय) ताप 


ध स्म [२८ (१--उः च्या"परः)ताप + रक १९ (२--उःज्या'प-)ताप- 
© [५ 


फेसा दोगा 1 उसमेदोका माग दे कर समरोधन से यह दिखडा सकतेोकि 
अतिपर्वल्य का अनन्त चाप ओर असीमपथ का अन्तर दो दीर्धवत्तौ के चतु- 
रोर परिध्यन्तर तुद्य है । यहे भी ल्याण्डेन (12110) की कल्पना है । 

८७ डाक्टर्‌ ग्व का सिद्धान्त ( {11601111 9 [21 1९८5 ) कल्पना 
करो किं एक नाभिक दो दीधैव्रृत्त है। वड़े दीर्धवत्त के परिधि मे कोई 
च विन्दु लेकर छोटे दीधैचरत्त पर वां से वट, वरदो स्पर्शरेखा उरा 
तो वड रवर के योग मे दीर्व्त्त का य॑ चाप घटादोतो दोष 
सवदा स्थिर रहेगा 

व विन्दु के अत्यन्त निकट वङ्‌ दीधेवत्त 
मे एक म विन्दु कट्पना करो ओर वरहो 
से छोटे दीधैघरत्त पर भत, भत दो स्पर्- 
रेखा खीयो इन दोनो का पटी स्पश 
रेखा मे क्रमसे द्‌ ओर द्‌ विन्दु पर योग 
समस्य । वट पर भन ओर भत पर वन 
खस्ब समो । 
देखो दोनो दीर्ध॑च॒त्त एक नाभिक है इस 
सिये दीषैरत्त क्षण से ८ वभन = ८ भवनं ˆ, वन॑ = मन 

ओर वर = यदं + दन = रद्‌ + दत + तन = टत + तन = खत + त्--मन । 

इसी तरह वर = वनं + तभ-- डत । 


दोनो के योग से कटः + चर॑ = मत + त॑ + खत-ट॑त॑ । 
प्च 





२५९४ चट रारिकलन । 


दोनो मे उरं चाप को घया देने से वर + वर॑-टर॑ = भत + भत-ततं 

अर्थीत्‌ व विन्दु यदि भपरटहो तौभी शेषरवही रहतादहै। इसी प्रकार 
थोडा थोड़ा विन्दुओ कोहया दया स्वज दिखला सकते दो किं दोप एक 
ही रहेगा । 

८८ इसी तरह यदि एक अतिपरवल्य ओर एक दी्ैदृत्त दोनो एक 
नाभिक हौ तो अतिपरवख्य के किसी विन्दु से जो दो स्पर्रेखा दीधरत 
मे होगी उनका अन्तर स्पर्शरेखान्तर्म॑त अतिपर्वख्य ओर दीधेवृत्त 
का जो सम्पात विन्दु वो से दोनो स्पश्शं॑विन्दु तक जो दीधेवृत्त 
के दो चाप होगे उनके अन्तर तुल्य होताहै। क्योकि यहो भीजो ऊपर 
की करिया कयो तो वट = खद्‌ + दन = खद्‌ + दत + तन = टत +भत +भन 

= इसी तरह वर॑ = द॑ +- नद्‌ + वनं खद्‌ + तद 
=" मत + वन॑ = रंत + मत + चन | 
द ~£ दोनो का अन्तर करने से (वर-वर) = रत 
रि , र॑त॑+ (भत-मत) ओर टचा-खचा=अ 
म स्ता] + = ट्त + तचा- (खतं + त॑चा) | 
( \. इन दोनो का अन्तर करने से (वट--वर) 
--अ = (भत--म्त)-(तचा--त॑चा) 
दसी प्रकार भ को वद्ल्ने सेदो दो पन्न 
समान होने जोंयगे अन्त मे जव भचा के पाल आवेगा तव स्पदींरेखान्तर 
ओर चापान्तर ढोनो शस्य दो जोधगे इसलिये (वर--वर)-- (खचा-- टचा) 
= ० अर्थात्‌ वरट-वरं = रचा--ट॑चा | 

यदि दीर्धवृत्त के परिधिदहीमे कोई विट छेकर अतिपर्वल्य ही पर दो 
स्पर्शरेखा डाली जाय तौ भी यद्य पर यदी सिद्धान्त ठीक ठदरेगा यदि दोनो 
स्परोरेखाये अतिपरवलय के एक ही शाखा पर रो । 

इस पर से असीमपथ ओर अतिपरवदख्य का ९ 
अनन्त चाप इनका अन्तर सरलरेखा ओर अतिपर- ता 
वल्य के चापसरूपमे धकारा कर सकते है 1 से (९ चा 
करट्पना कसे कि अचा अतिपरवख्य का असरीमपश्च ् 4 
केतद है ओर अ विन्दु की स्पर्मरेखा तदै त चिन्दु 
म लगाकर अनति परलय के साथ णक ण्कनाभिक 


चकरक्षेजौ का चापानयन । २५५ 
दीरधवृत्त वनाया तो ऊपर के सिद्धान्त से अनन्त दूर पर तद को स्पशेरेखा 
समय ठेने से तद-अत = चादचाप--अचा 

केत + अचा इसको जोड़ देने से 

तद्‌ + केत--अत + अचा = चाद्‌ + अच्रा-अचा + केत 

अ्थीत्‌ केद्--अत + अचा = अढ--अचा + केत 

समरोधन से केद--अद = अत + केत--रअचा 

इसखयिये केत ओर अत के योग मे दूने अचाको घटा दैनेसे दोप असीम 
पश्च ओर अतिपरबलय सम्वन्धि अनन्त चाप का अन्तर होता दै यह सिद्ध इआं | 

८९ । डिकारंस के आवल ( 01 07 [><९८९११९5 ) का चापानयन । 
इसकी दोनो नाभी ना, ना द 
नाभी से वक्रके किसी विन्दुव 
त्क जोरेखादहे उन मे तशु 
+ द्‌-शु = न-ग यह नियम है जहौँ 

द्‌ ओर न स्थिराङ्क है नाना = ग, 

नाव =श्रु । नव~ श्रु यहो यदि 
«^ वनानां = च तो सरक्तिकोण- 
मिति से 
श्रु = धः+ ग--रशरुगकोरपाय 


ध [ तत | 


+^ 


ध | न्‌ ग--रतनगश्रु + श्चुतः | 
टः 





छेदगम ओर समरोधन से 
शरु (द-त)--रश्रुग(दकोञ्याव--तन)--गः(न-- द) = ° 
२ _ गश्ुग(दकोञ्याप--तन) - ग^(न --द) 
घा श्र - -र_ ~ ~ 
द्र--तं दर-तं 


अथवाश्च--रशुग तन वकीय + ग) ९ | 


इस मे यदि ग (तन-- द्‌ कोज्याप). = चर! भरः 


५ = ॥ 


चटखरारिक्रखन । 


# १1 
५ 
१}, 


(गनद) आ तो 
त -द 


श्र -स्पश््रु+आा=० ~ (२) 
इस पर से श्रु = प,--\८पः--आ वा नावर= वः+ \८प--आ ॥ 
नाच = प, -- ५८च--आ इउस से सिद्ध होता कि यदित, द, न सम्भाव्य ओर 
अतुल्य संख्यादोनो 

इस वक्र मे दो आवर दंगे पक वार मे ओर दूसरा भीतर मे र्टेगां जसा 
कि इख क्षेत्र मे देख पडता हे । 

अव यदो (१) का तात्काटिक्रसम्वन्ध निकाख्ने से 





ता 1 न. == 
व = 
ताप धर \“प्रघ्-आ ताप 
इस परसे 
ताचा \८प९ + पर --आ 


नाप श्रु ` (त्वक 


„ (प१\८ (पः +- पः-आ)ताष || > + पर-आं 


५. [4 [न्य [१ (~ दिये = 
यो घन चिह्न वारी आवल के लिये ओर कण चिह्न भीतरी के लिये दे। 


ट्स लिये दोनो के सजानीय चापो का अन्तर =२ [५८८ + प्-आोताप 


= २ [५८८ + रक्त कोञ्याप + क--आ)ताप, (2) 


ग(तन-द कोञ्याप) 


यदि प, = 
तटः 


= अ +क कोचञ्याप। 


द्वो (२) का रूप ८६ पक्रम से णक दीर्चरत्त के चाप समान हो सकता हे 
इस लिये दोना आवरला के सजातीय चापो का अन्तर एक दीधैवरत्त के चापसूप 
मे प्रकाशित कर सकने है । इस सिद्धान्त के रावररंस ने निकाला दै ( 211. १४. 
एला) त, ठ, ओर न, के भिन्न भिन्न मानो पर से यदी आवल, वृत्तः 
दीर्घचरत्त, अतिपरवल्य्य इत्यादि कारूप ला जायगा इस लिये आवल को इन सव 
चक्रो का उत्पादक कट सकते र । 
९०] यद्वि किसी वक्रक्नेच के अनवदटत का समीकरण माटमदराता चटनः 
कलन के ?७द्च प्रक्रम के (3) समीकरण से चल्ान करे चिनाटी चक्रके चाप का 


वक्रक्ेचों का चापानयन । १५७ 


जान दयो सकता हे क्योकि अनवद्ूत समीकरण पर से चवि = ट इसमे जो 
चकजातीय चत्त का व्यासाद्धं वि दै उख का मान अनवलूत के भुजकोटि रूप मे 
खा सकते है ओर ये मुजकोटि अवदत के भुजकोटि रूप मे आ सक्ते है दस 
पकार अनवत के समीकरण परसरेचिका न्ानहो जायगा फिरस्थिरग के 
वरासेचापका मान भी विदिति हो जायगा 

ज्ेसे यदि उस प्ररवल्य को अनवदरूत कल्पना कयो जिसका रः = ७अथ 
यह समीकरण दै तो चटनक्खटन के १७८ परक्रम के (१) उदाहरण 


॥ 
(8 [९ न > ञः अं =. ~ अ ग्य 
से अवद्धूत का समाकरण २७ अ र = ७(य॑-सअ) ओर वि = र्भ == 


यह हागा इस यिय चा~-रम [ शय =ट) यरो चाप की गणना यदि 


उस विन्दु से करे जिस का मु=य= प्य अर्थात्‌ उस चिन्दु से जो 
र ४० ् [स 


किं परवख्य के नियोविन्दु के सजातीय दे तो क्षे के देखने से विदित 


होता है कि व्रोचा=० इस लिये 
ट = --रअ ऋण चिह ग्रहण करने से क्योकि यहो ज्यौ ज्यो य॑ बदृगा 
[ ॥ 
त्योत्योचीमी वदेगा इसलिये ची = र पू र 
यदि यरद वक्र के ऽर = ४( य~र) इस समीकरण पर से 
तलक मान जान करर चलनान से चाप का आनयनकरोतो भी उपर आया 


हआ मान आजायगा ] 
९६। चक्रके भुजकोटि के रूप मे यदि चापका भान विदितदा तो 
उस के अनवद्रत का समीकरण जान सकने हे । 
चखनकेटन कं १७६ पक्रम के (२) समीकरण से 


ताय॑ 

ताय $ ताया 

----- = = 

यरय + छ" ताय्‌ ज्यो य अनवत का सुज 

समश्षोधनाद्रि सेय =य॑नःवि-वषवः . . . . ८) 
ताचा 
| 

इ्सीतण्ड रवि दास्‌ +“ ५. 


ताची 


९१५८ चखराजिकटन । 


न 


।, 
चा,य॑ ओरयर्केरूप्र मे विदितो ओर वक्र का समीकरण जानते 


कय 


५ 


यदि 
1 1 ॥ 
दो तो ताना ओर तचा ज्ञान सकते दे ओर वि, चौ ¬~ वि = इस समीकरण 
ताय तारं 


समीकरण पर से जान जार्यैगे फिर इन का उव्थापन (१) ओर (२)मे 
देने से अनवत का भुज कोटि जान जायेगे 1 
जैसे किसी कातन्वली ( (11९ (21611 ) का समीकरण 
4 
= (खग +ड ग) 
अ 


& ग, न = 
ओर च > (ग -इ ग) यहद्ै। 


यो मान लो कि चाप की गणना उस चिन्दुसेदैजिसकाभु=य॑=० ओर 
को = र= ग अव दन पर से कातन्यी के अनवलूत (11५०१५१९) का समीकरण 
जान जार्येगे जिस की परवृत्ति वक्र के निर्दिष्ट विन्दु ( जिस के भुज कोटि का मान 
[, ( (3 
अभी मान लिया) के वशसे टोगी। 
अव ऊपर केर ओर ची के मानसे 


। य॑ य 
व = (दग ह ग ) = चा 
ताय ग 
1 1 
† य य॒ 
ताचा श (लल 


[99 { स 


ओर यो णेसी री कस्पना किया दै किचा-०तोवि= ० इस लिये खिगङ 
ह्रल्य दोगा 1 नव चाचि) 
इन का उत्थापन (९) ओर (२) मेदेनेसे 


1 ॥> । {~ 
1 चाग _ 1 चा च ग 
र र स 


4 1 { ग्‌ ¢ (3 
भ्रार चा=\८(र -ग)=\ [अ -गः | = ग \८ग --र 


वक्रक्षेनो का चापानयन । १५९. 
1 

इस छिये -चा. ~ (ग --र), दख तरह से य॑ = य + १८ (ग--सप इस का 
र॑ 


उत्थापन वक्र के समीकरण मे देने स 


1 1 
र्य य 


1 
य य 


र्भ्‌ _ > य्‌ ) 


(~ २ ~ र] 
इस ल्यि \८(र-ग) = ~ (३ 
1 


जोड देने से र +\८(२--- गः) = गड़ ग 


ख्घुरिक्थ सेनेसेय॑=गला ~ + \/ (र--ग) 


इसी तरह य+ \८(ग-र) गला १५५८९ 

इस वक्र को अङ्रेजी मे (11201019) कहते है हमने उस का नाम जीतर 
रखा । इस मे यदिग7रतो मूलका मान दिविध आवेगा प्रत्येक यके 
मानमें । ये दोनो मान संख्या मे तुद्य परन्तु भिन्न चिह्र के होगे । चख्नकटन 
से यदि इस की आकृति वनघो तो जान पष्ेगा कि जँ य = ° ओर र = ग वाँ 
चक्र को एक स्कन्ध होगा लिख मे य अश्न असीसपथ दोगा । 

९२ । यदि अवदूत के चाप का मान अक्लीय सुजयुग्म का फट होतो 
ऊपर की युक्ति से अनच्द्रूत का समीकरण भी अक्षीय भ्रुजयुग्म सम्वन्धी जान 
सकते हो । 

चखनकटन के १७७ प्रक्रम के (१) ओर (२) समीकरण से 

श्रु" =श्रु +-वि--र२लखवि -.- - .. - . . (९) 

छः = शु = * = + ५ (२) 

यदो भी पदे के पेखा स्वरविरिए्वणं ज्ञात चक्र के है अर्थात्‌ अवद्धत के 
ओर केवल वर्णं अनवलूत के है ! अवदत तो नात दी है ओर इसी लिये छ, ओर 
शुका भी सम्बन्ध विदितदही दोगा ओरचा कतः विट इसलिये यदि चाकां 
मानक्श्च'केरूपमेञास्केतो दसकं वशसे (९) ओर (मेश्च,ख्कोडउड़ा 
सकोगे ओर एक समीकरण ओर श्र मे सम्बन्ध दिखाने चाद्य अनवत का 


ज्ञात दो जायगा । 


९६० चखरयाशिकलन 1 


ज्ञेस समाक सपि (4धाद1९ पावय 5901181) मे (चटनकख्न करा २८६ 
प्रकम का (2) चक्र देखो ) यदि भन्स्प!कतो 
=श्युल्याभ 

यँ यदि अनवल्ूत की प्रवृत्ति सर्पि के श्ुवविन्दु दी से माने ओर उसी 

बिन्दु सेयदिचाके गणनाकामी आरम्मकरेतो विच रश्रुष्ठेन (र्वा 
परक्रम देखो ) उस का उव्थापन (९) मे देने से 
श्र =श्र +र" के.म--्ध'ठक्ेम 

=श्र' छेम~+श्चःज्याभन+लट-म्श्र' ठकेम। (२) से 
इस वेगंसमीकरण पर से 
ल~ -छेम = ¬+ श्र कोञ्यान 
यदि यहो धन चिह्न प्रदणकरेतोर = यान भोर (२)से 


श्र" --{ + रेकाज्याभ्‌ श्र" उसपरसे 

४ कञ्याभ 
= > \~+र्कोज्गम श 

कोल्याभ(१ + कोज्याभ) 

परन्तु वक्र के समीकप्ण से वि =श्रु छम इस लिये धन चिह ब्रहण करने से 
मान असम्भव आता है । उस लिये कण चिह्ध ठेकर क्रिया करनं से 

1 % 1 गकर क 
छ = ज्या ओर तव (र) सेश्व - 2 भ “शं = धुनय 
कोज्याभ “ कोञ्याभ्म ज्याभ 
इस का उत्थापन रमेदेनेसे क =श्रु उयाभ। देखो यह अनवल्रत का समी. 


करण टीक अवदत ही के समीकरण के एसा हे । 


ताश्रु मि 
ताद 


९३ यदि वक्र के स्पदौरेखा से ओर वक्रस्थ नियतविन्दु की स्परारेला 
से उत्पन्न कोण जो दो उसके फट रूपमे चाप का मान जानना हो 


१३ त्र्‌ [व्‌ श हः 
ताभी तायका मान उसस्पशरेलाके फल रूपमे जान करचापका मान 
जान सकते दा । 


जस मानो कि किसी वक्र का समीकरण र= फ(य) मूढ विन्दु वत 
ही कर चाप का काट चिन्दु है यर उसी चिन्दु पर र अक्र स्पर्शरेखा 


भी व्र क समाक्ररण से ता 


॥। ५ १ 





= फ(य) = सपव = व ( चद्छनकलन 


चक्र के चाप का आनयन । १६१ 


केष्श्देवेंप्रक्रमसे) जर्टोव, र अश्न ओर वक्र की स्पगरेखा से उत्पन्न कोण 
का मानदे। 


अव ऊपरके समीकरण से स्पवः कं फट स्पमेय का मान जान 
जावोगे मनो कि य=फा (स्पवः) तो 


ताय 1 २ 
----- = फा (स्पव,) रेव 
तवः 1 ( ?) => ~ 





इस लिये ताच( = फ (स्पव,) छवः कोकेव, 
तति 
इस समीकरण पर से वके फर रूपमे चा का मान जान सक्तेद्ो यदि 
चक्र के एक विन्दु पर य अश्न स्पर्मरेखा दो ओर उसी नियत विन्दु से चापका 
मान जाननादहोनो उपरी की युक्ति से समीकरण वना सकने हो केवल व के 
स्थानमेवको खना दोगा। 


जैसे चक्रारद्‌ ( ¢) ०1010 ) मे (चलख्नकटन करे २८८ प्रक्रम का (११) वक्र देखो) 











-तार = [रथय । 
ताय ५ य॒ ` स्पव. 
क मअ 1 (= 2 
इस यि --- = ---- आर्‌ य = ‡अच्याच 
य्‌ ज्याव१ 
ताय = 
~ = ४अस्यावः कास्याव 
ताव, स्यात काञ्चः 
ताचा._ ->.~ ता ध 
---~ = कर्व --~ = &अकाञ्याव, 
तातः च्छव; ताचः ञ्पा 


इस लिये चा = छअ ज्याच, +स्थि 


यदि चाप की गणना उस चिन्टु से करं जदं र अश्च स्पसरेखा हे तो स्थिराङ्क 
शल्य होगा । 


इस प्रकार से वक्रकेदो स्परीरेखाञ्पे से उत्पन्न केण ओर वकः के चाप के 
वीच सस्न्थ दिखाने ` वादे समीकरण कोः घ्र का -चपस्पार्थिक् समीकरण 
कहते ह | 
६ 


१६२ चररारिकखन } 


९४। यदि वक्र का चापस्पादिक समीकरण दिया दो तो उस पर से साधा. 
रण वक्र का समीकरण विपरीत क्रिया से जान सक्ते दे । 


क्योकि चापस्पा्दिक समीकरण पर से जानते है कि 


ताच 


स ~ ज्यप्व 





इसलिये य = „^^ ज्याचःताचा 
ओर इसी तरह र = „^ कोञ्याव्ताचा 
चापस्पारिक समीकरण से जानते दै कि चा कोई वका फर है इसलिये 
य, ओरर का मान उपर के चरुन्नान से आजायगा 
जैसे ( १) चक्राद्‌ ८ (५1010 ) मे जानते है कि चापस्पारिक समी 
करण चा = छअञ्याव, यह है 
इसलिये ताचा = ७अकोज्याव, ताव, 
इस का उत्थापन य के मानमेंदेनेसे 
य = ./7 ज्याव्ताचा = ७अ „^ ज्याव^कोज्याव,तावः 
स्थि--भकोज्यावः, इसी तरह, र = ^ कोञ्यावर्ताचा 
= अ „^ कोस्या्वश्ताच, = स्थि, + रअव१ + अज्यारव, 


॥ 


दख लिये यहो दोनो समीकरणो परसेयवारके फलरूपमे वः, स्याव 
कोञ्याचः का मानले अनेसेय ओर रके सम्बन्ध परसे वक्र का समीकरण 
आजायगा । 
यदि दोनो अक्षो का योगचिन्दु वक्र का शिरः स्थान माने तो 
स्थि= अ ओर स्थि! =° 
(२) इसी तर चत्त का चापस्पारदिक समीकरण चा = अश, यह ट 
इस पर से ताचा = अताव, 
जर य = ^ ज्यावर्ताचा = अ.८ज्यावताव१ = -- अकोल्याव, + स्थि 
दसी तरह र = .^कोञ्यावःताचा = अ.८कोज्यावःताव, 
= अज्यावः + स्थि, यदि नियत स्पर्मरेखा ओर व्यासा कै योगचिन्दुदहीको 
मूलस्थं ५ = ध व 
स्थान माने तो स्थि = अ जर स्थि = ० इन का उत्थापन देकर य ओर ग के 
सम्बन्ध से समीकरण र = अ-- (ज--य) ] 


^ 


चक्र के चाप फा आनयन । १६२ 


ध जैसे यटि न विन्दुगत स्परोरेखा नस को 


र्‌ 

छ ^ नियत स्पर्शरेखा मानो ओर किसी च विन्दु 
` की स्पररेखा वस तो चसर = व. ओर वृत्त 
न के धर्मसेव,= ८वकेन | के को केन्द्रं समश्च 


इख लिये नव=चा=अव, (जँ अ = केन 
= वृ त्तव्यासाद्ध)। इस लिये यदि नसरको २ 
अद्च ओर नकेयको य अक्ष] ओर न को मूखविन्दु मानो तो च विन्दु 
की कोटि= वर = र= \८अर- ल्म- य) यदी समीकरण परे भी सिद्ध 
हुआ था । 
(2) इसी तरह चटखनकख्न के २८६ प्रक्रम के (१२) चक्र अपचक्राट्दं 
( 1९षल्‌गत्‌ ) के लक्षण से यदि अ को नियतचिन्दु मानो उसी स्परशंरेखा 
य अक्षही दहे इस ल्यि इस अक्ष को नियत स्पलंरेखा मानले से चाप. 
स्पारिक समीकरण से 
तार _ कोज्याय--कोज्या्कैक प 
ताय ज्याः प-ज्याप 
रज्या अरर पज्या 
रज्या -> प कोज्या ~प 


= स्पव, 





= अ+२क 
=स्प ० 1 


प 
दस सिये च 45 


ओर ८२ प्रक्रम से 


चा ५८-(ग स, 2 ९८ ग 





श्रु +स्थं 


परन्तु वक्र के लक्षण से 
यः = (अ + क) कोज्या प--२(अ + क) क कोज्यापकोञ्या अदरक ष 
+ क कोज्या अ~+क पष 
` र'= (अ +क)ज्याष-- २(अ + क) कं ज्याषञ्या भक 
+ कज्याः अकष 
श्रुः = यः+ र'= (अ +कः); 
नक (अ + क) { ज्या दूरः पञ्याष + कोज्या अक पकोज्याप } +कः 
गः = (अ + रक) = अः + ७अक + धकः । 


१६४ चखसरिकख्न । 
ग --श्रु = सयक + र्का + र्कं (अन+क) कोज्या -ईप 
= रक (अ +क) { १4 कोञ्या -अप)} =छक(अ+क) कोञ्याः नप 
९८ ग--शरुः = ^ { छक (अ + क) } कोज्या छप 
ओर ५८ गअ = \८७क (अ+ क) 
चापमे इन का उत्थापनदेनेसे 
चा = --9क (अ + क) कोज्या प+-स्लि 











यदि चाप क्री गणना वहां से करे जो घ =° 


परन्तु प = -सकवः. स छे चा = धक(अ+क) अव | 
पत कव [६-कोय्या ग 


यदि यो च! = ८ (अ+ क). ¬. १ 








1 1 

अवः 7 अच * अव ल्य अवः 
----~ = ~+ र कोज्या -----=-च्या 
जदक्छ = अतर्क तरक जय्य 

॥ 
स लिये यटि -ध्क(थ + क) व्या अवः -च्व तो 
अ अ~+रक 
# „_ °क{ल+क 
चा स, 88 चा 


| यों सप्र हे कि वत्रः के उच्च स्थान से यदिचाकी गणना करे नो 
| 
यहा स्वर चिका कुछ भी प्रयोजन नदी यदि उच्चगत स्परेरेला का 
नियत स्टसीरेखा मान ठे क्चाकरि उससे ओर इश्रस्पर्मरेखा.से उत्पन्न कोण 
तच च, यदी दोगा 
इसलिये उचचस्थान से गणना करनेम 


चा = 


ना = -ध्क(य+क). ज्या - अव, _ | 
अ अर्कं 


इसी तरट्‌ अतिचक्राख्द ( 7, 70८5ल०त्‌ ) मे नीचस्यान से यदि चाप 


क(भअ--क अच 
गणना करो तो चा = धक^य-क). ज्या (ल यदह समीकरण रोगा 1 
दोना समीकरण का रूप चा = ट ज्यानव, रेखा कट सकने हो 


4 7? शौ ~ 
प्रधममर> (अ न = जन्न्क ८ > ओर दृसरेमं 


„43 
न) ` 
6 


चक्र के चाप का आनयन । 


(= 


ट = *(अ--3), न = उ-थक- 7 १ इतना ही विद्यो हे । 


(४) कातन्वखी का समीकरण याद्‌ 
य्‌ 


य्‌ 
र्+-ग~ग( इ +इ अ) एेखा माने जिसमेर अश्च ओर चक्रके योग 


चिन्दु को मूल मानतो 
य 


तार_ १ ग॒ य्‌ 
ताय च्‌ | भृ गें | । चा= | म्‌ | 


इस चये मूटविन्दुगत स्पगेरेखा से इण्स्पशरेखा जो कोण चनावे उसे व, 
कहो तो चा = ग.स्पव पसा होगा । इस प्रकार से क्रातन्वली ( (.2161121 ) 
का चापस्पानिक समीकरण उत्पन्न हो गया । 


९५ यदि चापस्पाशिक समीकरण से वक्रजातीय चत्त का व्यासा 
छे आवें तो चलनकलन के १७१ वें प्रक्रम से 


वि = ध (जहौ व = व) पेखा होगा । 


जेखे दाघुरिकथिक सर्पि मे ८१ भक्रम से 
चा=श्र \८ कः+) यदि ध्रव खान से चाप गणना करे 


=श्चछेम ओर चलनकटन के १२१ प्रक्रम से 
क = श्रु.ज्याम .. -कट _ = ज्याम इसखिये चखनकलन के १६८ वैँ पक्रम स 
1 “ तापर नकं १६८ चेपक्रमसे 
~ तार = ज्याभ 


[4 भ चचा भ [+ [+ 
विकाभागचा मेदेनेसे ह्व = ज्याम ` चमस इससे सिद्ध होता 


डे कि टाघुरिक्थिक सर्पि म चाप ओर वक्रजातीय वृत्त के व्यासा मे 
स्थिर सम्बन्ध है । मानो किं वि=चा"त जद त कोई स्थिरा तो 


ताचा 


वि= चात = तत्र इसलिये ताव त = 


चदानयन से त व + स्थि, = खाचा 

दसखिये चा = अ दत जहाँ अ कोई स्थिरा 
यदिचानचा+अ तोचा=अ (इत. ९) 
अव इस मे चा वयँ से परिगणित है जरः च - ० 


१६९६ चखराशिकरन 1 


९६। यदि वक्र कां चापस्पारिक समीकरण ातदो तो उस के अवदत 
करा भी समीकरण जान सक्ते हैँ 


9. 





अ य भ्‌ य 


कट्पना करो किं अव एक वक्र हे जिस के अवदत की आति कव' 
हे। मानो किंअव चाप (चा) की गणना वक्र के किसी नियत चिन्दुसे 
च कीओर दे 


ओर कथ, चाप (चा) की गणना वक्र के किसी नियत विन्दु सेव,की ओर 
दै तो यदि अ विन्दु पर अववक्र कीजो स्परछरेखा अयटै उसी को नियत 
स्पशं रेखा मान अव का चापस्पारिक समीकरण वनावे ओर क विन्दु से इस पर 
जो कअ छम्ब डाला गया इस को नियत स्पर्रेखा मान कर यदि कवः का 
चापस्पारिक समीकरण चनावे तो अवदत ओर थनवद्त के लक्षण से स्पष्टदै कि 
दोनो समीकरणो मे व, का एक ही मान रहेगा 

इस व्यि (१) क्रेच्नमे चा=वि- स्थि ल -- स्थि 

॥; 


> "> व 1. __ ~ ~ _ > ताचा 
यर (२) प्रच म चा = {स्थ- वि - {र्थ - -- 
र (२) रि व 


इस सिये यदिचाकामानव,के फठरूपमे होतोचाकामान भीवपके 
कोद फलटरूप मे जान सकते है जरो जव च = ० तच वक्रज्ञातीय चृत्तकाजो 
व्यासार्द रोगा वदी स्थिका मानै, 

जसे [न = श 

जेसे चक्रा मं जानते रे कि चा = धयल्याप 


ताचा 
ताव 





दस स्ये चा-स्वि- = स्थि - धथकोस्याप 


चक्र के चाप का अनेर्यन। १६७ 
# (~ || (8 , | [ष्ये (व्‌ [व 
इस मे यदि च\=व+{ ओर चान्ध~+स्थि पसा कस्पना करे ता 
ध = छम ज्याव, अ्थौत्‌ यह भी एक चक्राख्द्‌ ही इया । 
इसलिये चक्राल्द्‌ का अवदत एक चक्राद्‌ दी हे । 
दसी प्रकार इस प्रक्रम की विपरीत क्रिया से यदि किसी वक्र कां 
चापस्पारिीक समीकरण ज्ञातं हो तो उख के अनवत का चापस्पारिीक 
समीकरण जान सकते है । क्योकि उपर के धक्रम से सिद्ध है कि 


ताचा 


ताव स्थिता 


इसख्ियि चा = 1 (खि +~ ची) ताव, 

इसल्ि यदिचाकामानवपकेफलकसरूपमेदोतोचाका मान भीव,के 
कोई फट रूपमे ला सकते हे । 

जसे वृत्त मे जानते है कि चा=अ व, इसलिये 

चा = 0 (स्थि ¬~ अ.वेतावः = सि वः ¬- त, +सिः 

यदि चा की भ्रवृत्ति वों सरदो जर्होँ व=० तो सि+=० | ओर 


अव्रत ओर अनवलूत के योग विन्दु ही से यदि चा की गणना कर 
तो स्थि = ° एेखी स्थित्तिमे 


क 


चा । (चलनकलन के १७८ वे परक्रम का (५) उदाहरण देखो 





अवः 
ओर फके स्थानमेव, को मान लो) 
ऊपर के हुए परक्रम की युक्ति से अवदत का अवदत उस का अवदत यो 


अवदतो की परम्पय वा अनव्रत का अनवत उसका अनवत यो अनवूतो 
की परम्पय सहज मे जान सकते है । च 


चिदार्थियो को चाहिये कि चापस्पार्दिक समीकरण पर से वक्रो की आकृति 
निकाल अच्छी तरह अभ्याख करं । परन्तु चादिये कि णेला बक्रटेजिसकी 
अशिति चक्राख्द्‌ के एेसी परसिद्ध हो । 
ष 


९७ चाप पर से विपरीत क्रिया से वक्र के भुज्ञं कोटि का ज्ञान! 


करपना करो करिंचा~=फय) तो 


१८८ "चररारिकलन । 


। ताचा _ ^ तार 
पफ य) = ~~ = 9 स 
( ) ताय ९ ताय 


वस लिय ल 0 फ(य) } -? 
ओर र = 1 [ { फ(य) } --\]<ताय 
जसे (९) कर्पना करो कि चा = फ(य) = गय 


इसलिये पफ(य) = ग 


व 


ओं 1 { क(य) } १] ताय [ल १) रताय = य\९८ ग~? +खि 
यदि र =र~स्थितो वक्र का समीकरण र=य\८ग-र 
१ 
(२) चा = फ(य) = \८(४्गय) तो फ(य) = (य) 
लियिर= | {ग~} (ग-य)ताय _ ((-य)ोताय 
इसचखियर | १} रताय (तयं = | -त्तययमं 
+ ग्‌ ताय 


९८ (गय-य) 
= ^^ (गय--य ) + च उज्या व +स्थि 


॥] 1.93 


यदिर=र~स्थितो चखनकन के २८६ प्रक्रम के (१९) वक्र, चक्राखद का 
समीकरण यह दै । 


[>| =) 1 ~~ 
(3) चा = फय) = अ खाय तो फ(य) = 


या र = ^ - | ताय = (-(ज --य ताय 


य\८(अ -य 
ध [ष व ॥ यताय 
य\८ (अ- य ) ९८ (अ~य) 
= = गग ) +\८ (अ -य ) + सख 


टस तरह स अनेक उदाहरण का उत्तर निकाल सकते हो ! 
टस नरह चिव्याधियो को चादिये कि पूर्य श्क्रमोमे लिखे दण सिद्धान्तो का 
अच्छी तर अभ्या कर प्रजन का उत्तर निकटे 1 


९८। यदि आक्रम काट चक्र टो जिसका समीकग्ण भज, काटि ओग 
खाद यनन रा अशात्‌ तस घ्रान क सस्वन्यस संमीक्ररणदरा ना गाट- 


वक्र के चाप का आनयन । १६९ 


युक्ति से यदि श्चितिज, पूर्वापर ओर याम्योत्तसरत्त ये तीनो धरातखो को क्रम से 
मान ठं ओर आकाशीय विन्दु को ग्रह कश्यना करं तो इस ग्रह का ज्ञान याम्यो- 
तरीय मुज = य, पूर्वापरीयकोटि = र ओर दगमण्डरीयशङ्क = ट के ज्ञान से 
हो जायगा 1 

यदि किसी नियत विन्दु से प्रहके गमनदिशासे जो वक्र हआ उस 
के चाप का सान=चा मानं ओर जव शु=-य+८भ्य, को = रर्‌ 
ओर छल ^ कर्पना करं ओर उस समय मे चाप=चा+^भचा 
मानो तो गोलयुक्ति से ^ चा = ५८ (८्यौः + (दमो (दीः 

“भ्य का माग देकर ^य के स्थान मे शून्य का उत्थापन देने से 


ताचा ५ तार 


तायं ता तायं पंसा होगा) 
इसी प्रकार 
ता्चां ताय ताट 
तार = \८ { १९+ (तार ) त 
नौर काचा = ताय तार 
आश्र ताल = \८ { ९ + (क + (क) ॥ 


= ८ ५५ ताय्‌ तर ताल ३ 
यँ वक्त के खमीकरणो परसेतार › तेः ताल › इत्यादिः यचार 


अथवा र के फट रूप मे आ सकते है फिर इन पर से 
चा = [५८ ९ र) क ) } ताय 
चा चा [५८ { १९ इ ) स ) } तार 
अथवा चा = [५८ { १+ (ण्डु) + (ए) } ताल 
इन का ज्ञान हो जायगा । 


इस प्रकार के चक्रको द्विगुण वक्रजातीय वक्र ( ८४९5 0 १०४1९ 
(प्८2101€ ) कते = 

जैसे कल्पना करो कि एक वक्र नीचे लिखे दो समीकरण 

र्‌ य अय षे [। [ । 1 

ट = \८(रगय-यर) +-गडलज्या च . . . . . 


६७० चदरारिकटन । 


यदं दो समीकरणो से वक्र नात है इस का तात्प ठेसा समघनो । 


कल्पना के कि उदयास्तसूञ्च ओर याम्योत्तर का सम्पात अदहैतोञ विन्दुको 
मूखविन्दु,याम्योत्तर सूत्र को य अश्च ओर उद्यास्त सूत्र को र अश्न कर्पना करनेसे 
(र)समीकरण का परवलय जो क्षितिज के घसत मे उत्पन्न दोगा उसको आघारमान 
उस पर एक समखात एेखा वनावो जिस का पृष्ठस सव ऊर्वाधर सूच के समानान्तर 
द्रो । इसी तरह अ को मूढ मान ओर याम्योत्तर सू को, य अक्ष, उर्वाधर सूत्र 
को र अश्च के एेसा ठ अक्ष मान याम्योत्तरवृत्त के धरातल मे जो (२)-समीकरण 
से चक्राद्‌ वनेगा इस को आधार मान एक समखात वनावो जिस का सव पृष 
सूजन उदयास्त-सूत्र के समानान्तस् हो तो एेसे दो समखातो के आपस मे करने से 
ञे चक्र की आकृति होगी वही वक्र ऊपर के ढोनो समीकरणो से अपेभित हे। 


तार अ ताड र्ग~-य 
-4 यहा -) 
स चि यदो ताय ताय य: ताय ५८ ग 
ताचा तार तार )} } अ, र्ग 
न = ॐ „1.२ 
ताय ५८ 1१ [ ताय ॥ [ ताय ५८८९ चत॑ ॥ 
= ५/८ (9) 


१ 


इसछ्वि चा = [५८ (=) ताय = \/८न 5 ञं [ताय य 
= २५ (स्ग+अ) ५८ य 
यदि मू चिन्दु से चापकी गणना करे तो स्िराङ्ग की कुछ आवद्थकता 
मरी 1 
९९ इसी तरह यदि य, र, ओर छ किसी “का” चङ के फट दा तो चटन- 
कलन की युक्ति से सिद्ध कर सकते दो कि 


२, [3 
त्व = \/ | | ताय |] | तार |] १। ता | ] 
ताक्रा ताक्रा ताको ताका 
4६. { | ताय | | तार ताट 
ट्स टल्ियि चा = \ + - | | | ताका 
४ ताका ताका ताक 


जसे यदि य = अकोल्याक्रा, र = अज्याका,ट-गका 
[व ताय 


न 


मभस्याकरा तार्‌ अकोल्याका ४ तद्धि 
तारा ॥ ~ अकाज्याकाः सा 





ञ्म्‌ 





ट्स लिये चा= [ ५८ (लंल्याका + अ काल्याका + ग )ताका 


चक्र के चाप का आनयन) १७१ 


४ -१ ् 
= || (अः +- गः) रताक्ता = \८ (खः + गरैका + स्थि । 
१००] यदि य = श्ुज्यापकोज्यापर, र = शुज्याष्ज्यापरः, ठ = भुकोज्याप 
पेखा अक्षीय समीकरणदहो, तो जव वक्र दो समीकरण से विदित दै 


अर्थात्‌ य, र, खमे से कौई दो तीसरे के फलै तव स्पष्रद्ेकिभथुः 
„प, इनमे भी कोईदो तीसरे के फलठहोगे) उसयचियिपके वश से 








तीय _- प्रकोञ्या ताश्च ९ ४ प्रर तापः 
-५--~ = उयापक्ोच्याष, --< + ~~~ चर म 
न उ्याधकराल्यापः ता श्रकाज्य (धकरोल्याधप प्‌ ुर्यापरज्यापः त्न 
तार ताश्च श्र प्रर श्र वरर ताप 
~ = उ्याप्रज्याप् +- ्रक्तोस्याप्यापः + श्रल्यापक्तेञ्यप, 
तं ल्याप्ल्याषः र प्रक्ल्यापल्याचः ल्या यापः साच 


-ताट. = कोल्यापर ता _ श्रल्याप 
ताव = 


ताय तार ताछ 
न च्वि [| = (| + |] 
त = | ताय ताच ताप 
~ [ता तापर, , 
= | वा | + शरु्याप्य [ त | +र 
ओर चा = [५८ | + श्या | र १। + श ताप 
ताय ताप 


इसी तरह र, भोर प, के वहा से 


चा [५८ 1 [ त | + १ + श्ु्याष्प | वा| | ताश 


वा, चा= ॥ { शुर [ताण | | ताव्‌ | श्रुज्या | तापर 
५८१ 1 ज्या एषः 

१०१। इसी तरह अन्तरिक्ष मे जो वक्रहो उसके किसी विन्दु पर जो 
स्पशं रेखा हो उस पर मूलचिन्डु से पड़ा छम्ब यदि र कटो तो ७५ प्रकम के 


(६) समीकरणसेचा = 1 लल पेखा होगा । 


यदह समीकरण यद्यपि एकधघलतरुगत वक्र मे सिद्ध होता है तथापि जव दो 
एकधरातरीय वक्रौ के योग ही से यदह वक्र उत्पन्न इ है तव योगविन्दु मे इस 
मे भी यही घमं र्टेगा 1 अथवा जव चढनकलन से सिद्ध है कि 


0 ज्ञ सखा ओर 
ता" 77 लं यड दोनो अन्तरिशषस्थ वक्र के स्पशो रेवा ओर श्रुति से 


१७२ चटयारिकरन । 


उत्पन्न कोण की छेदन रेखा ह तव -वष्वा 








ताश्च 
~ 1 1 
` \८ (धक) ` ` ४ १ श्रु-ख) । 


अभ्यास के लिये प्रन 


१ यदि वक्र का समीकरण ४८य' + र") -- अ = दभ्र यह हो तो इस 
के परिधि का मान वताथो। परि. = दभः 
२ सिदध करो कि जीतरकाचा= ¬- गदखार~+ख्ि। 
२। सिद्ध करो कि किसी चिच्छेद ( {1061010 ) का चाप 
| | 
= स्थि-- | \८ 1 (ग-क)"ज्याः य + (ग + क) कोज्या > ताज 
जो अ= ०--अ 
चटनकखन के २८द धक्रम का (१२) चक्र देखो 
| क्रिंसी चक्र मे यदि य = ज्याप (रय + रेप) + कोज्याप (२ दप) 
र = कोञ्याप (रप + देषर) ~ ज्याप (२+ द्य) 
तो सिद्ध कसे किचा=पर+पः+-द्प+२। 
५ सिद्ध कसो किं किसी वक्र मे यदि 
य = ज्यापफ(प) + कोस्यापप्‌) (प) 
र = कोज्यापप(प)-ज्यायपं (प) 
तो चा = फ॑(प) + फ) । 


८ न ~ 


द सिद्ध करो कि यदि वक्र कासमीकरण र =य*+ यष्डो तो य॒दि 
[क ॥ द 
मूलचिन्दु से चाप की गणना करे तो चा=य (यः+ १)९। 


७} २९ = अयः इस समीकरण केवक्र का चापस्पारिकसखमीकरण कैसा दोगा) 
उ० चा = (केव) 1 
८ सिद्ध करो कि परवत्टय के चापस्पारिकसमीकरण मे 
10 
तावच कोलञ्यावः 


९ 


सिद कराकर याद्‌ चक्र का(्य+र)--- (य~र) = अयद 
समीकररणटोतो 


(कं = म 


६! ? +ल्याव अज्यावः 
1 चा, चा <~ ला. ~र + 
॥ क र ल्याघः, १--ज्याचः 


अभ्यास के लिये पदन । . १७२ 





१० सिद्ध कयो किं अपचक्राख्द का अवदत एकर अपचक्राछ्द री 
[९ [9 € अ (५९ [*ब 
गां धर (~ = ~~~ अरय 
होगा जिस के स्थिरवृत्त का व्यासादं मं अधर चकितचत्त का 


व्यासाद्धं = -उय जक होगा । 
१९१। श्च॒म = अभकोऽयामप इस समीकरण के चक्र मे यदि यह कोई 
अभिन्नसंख्यारो तो चाप का सान जान सकते हे । 


य 
श्ट सिद्धकसो क्रि यदि वक्र का समीकरण इ. = सय प्सा हो 


तो = स्व ४ रोगा । 

१२ यदि वृत्त का व्यासाद्धं=-९ इस के चापि का प्रमाणन्प रहो 
ओर उसके अनवन का चाप = प्र, अनवद्रत के अनवद्ूत का चाप = ष, 
ट्स के अनवन का चापप दख तरह अनवटूतपरस्पराभौ के 
चाप मान पम, प इत्यादि मानो तो सिद्ध करो कि 

पप +पर+प+ - -* ` ` + = इ --? दोगा। 

अनवत ओर चत्त के योग चिन्दु से चाप की गणना समन्यो । 

१४। यदि किसी इदामूछक ( 1116 {.2111111502९ ) का 
श्रः=अः कोल्यारप फेला समीकरण दो ( चटनकलन के २८६ धक्रम का 
(९०) घक्र देखो ) 

तो सिद्ध कयो कि उसके परिधि का मान 

= र्य (१-- ध ~ - = + - * * ) यह होगा) 

१५ यदि एक चिन्दुसे दीर्घवृत्त पर दो स्पररेखा खीची जार्येतो दो 
स्परेरेखा दो युज ओर उन कफे अन्तर्भत दीर्घत का चाप भाधार मानोतोदो 
सरल ओर एकर वक्ररेखा इस से पक बिवाह उत्पन्न हुआ इस भिवाहु के अन्त- 
मत जो चत्त वनेगा वह वक्राधार को जहाँ स्प करेगा उस से जो दो भाग वक्रा- 
धार के होगे उन का अन्तर रिभुज के दोनो भुजो के अन्तर तुस्य होता है । इसे 
सिद्ध करो । 


१७४ चख्यारिकलन ! 


~, यः र < 
~ भज [कि । ` रण 
१६] जस चक्र करा र न्त द्र च समाकरण हे उस के मृं 
विन्दु से चापका मान वतावो। उ०चा=-य~+ल। 


९७ कद्ध कसो कि यदि वक्र के समीकरण पर से ( तयं ) =२ न 


तोचा-य~+ल-+स््थि। 

१८ चक्र का एक समीकरण र = फ(य) यह दिया हुआ है ओर यह जानते 
हे किइसकेचापकामानय~+ल+स्थि यददैतो वक्रका दूसरा समीकरण 
चऋ्यादोगा। उ०, ख = | { फ(य) } तताय । 

१९। वक्र का एक समीकरण र = ज्याय यह ह ओर इस के चापकामात 

=-य+खतो दृसरे समीकरण का मान वताओो। । 


० छ = श्र (य +) 


् मे = (व 
२० किसी चक्रमे र= २९|अय---यल =य-3 ९ ज तो चापका क्या 
मानरोगा। उन्चान्य~+र- ल 


२ दि थर अ लः ल 
२९। यदि वक्रके जर - क =९य = [ड्‌ += - ङ| 
ये समीकरण दहो तो चापकाक्या प्रमाण होगा| 


०, य, र अश्च के धरत मे जदो पर वक्र मिखा है इस चिन्द॒ से यदि चाप 


अ # 
की गणनाकरंतोचा= +कः) (यः - अे* 


२२ < यक्रमके (१) क्षेचमेत विन्दु परजो स्पर्शरेखा होगी उस पर 
न से पड़ लम्ब का मान यदि न॑ ग्क्सो तो सिदध करोकि 

(१) नर > नट = नअ > नक । (२) नवः + नरैः नञः +नक्र । 

= ध [९ 

२३ एक ठीधरचरत्त के परिधि चतुर्था का रेखा द्िभाग करो कि उना 
अन्तर व्यासार्ढान्तर तत्य लो । 

<^ पक्रमका(\) क्रे्रदेखो यद्यत आरव लोन ¶ मरी 

गः 4 खा यदत ओर्व दोना एकी स्थानम 

जायय । आर नल = \८ नथ > नक ओर वख = नथ ~ नकः 


अभ्यास के चये पररन । १७५ 


२९] २३ वें श्डनमे द्विभागकारी विन्दु जो है उस पर दी्धवृत्तमेजो 
स्प रेखा होगी वह दोनो अक्षो मे द्विभागकारी चिन्दु से करम से व्यासाद्धं तुस्य 
अन्तर पर छगेगी अर्थीत्‌ र अश्च मे ब्रहद्याषाद्धंतुल्य अन्तर पर ओर य अक्षमे 
ठधुव्यासाद्धेत॒स्य अन्तर पर । इस को सिद्धः कसे । 

२५। यदि ८५ प्रक्रम के (१) क्षे मे (२२) प्रदन के अयुसार छम्ब नल 
डा तो सिद्ध करो कि वल, तलं वदने से जिख बिन्दु पर कटेंगे वह विन्दु दीर्घं 
वृत्त के उस एेकनाभिक अतिपरवख्यमे होगी जो कि (२३) प्रशन मे द्विभाग- 
कारी जो विन्दु है उस पर जायगा । य्दा पर यह भी सिद्ध कसे किअओरक 
विन्दुगत स्प रेखा के योग विन्टुं पर भी वह अत्िपरवलख्य जायगा । 

२६] एक ही स्थान से तीन रुडके दौड़े पटला खर मागं मे ओर वाकी दो 
वक्रमार्मं मे ! पला जिस स्थान पर परचता था वरा पर थदि उस की गमन 
दिशा पर छम्ब करं तो यह छस्व दूसरे ओर तीसरे के तात्कालिक स्थान पर 
जाता है । यदि पहला १० कोश चल कर वटर जाय तो उस समय दूसरा ओर 
तीसरा कितना कितना चट चुके होगे । इख प्रदन मे हम इतना जानते है कि किसी 
समय म पदठे से दूरे के स्थान का अन्तर = ५८४अय, यर पके से तीसरे के 


3 
स्थान का अस्तर = अयः | 
यदा किसी समय मे पले के चट प्ठुकने का प्रमाण य है 


उ० दूसरेका चलना = ५८१०० + ण्य जडा { २० + अ + २५८ ९०० + ९० अ 
अ 


तीसरे का चलना = अ 1 | ध | न | 


इति पष्ठाभ्याय । 


१.७द चटखरारिक्रखन । 


अथ सप्रमाध्याय। 
वक्र क्षे का फलमनयन । 
१०२ जिस यक्र मे कोटि, भुज का कोई फट दै वहो चटनकटन 





से सिद्ध है कि च = र (चलनकलन का १५६ वोँ क्रम देखो) 


इख स्यि पफ | रताय इसमे कोटि के स्थान मेर! ओर रका 


उस्थापन देकर सान्त चलखानयन से 


[ 


| 

| (॥ वम मश्व, वक्रचतु्मुज का 

| | ध 

| ॥ फल || २२ रताय यह दोगा । 
. ~ 

| 1 रप 

। ॥ 

1 ` यर्टो यदि अश्न ति्य॑क्‌दोतो 

भ प्र ` प ४ 


यदी फट ज्या [९ रताय एेसा होगा । य्दा अ = ८ रथय । 
र 
१०३। इस की व्याप्ति के लिये कुछ वक्रो का फलानयन करते है। 
वेन्द्र को मूढ मान चत्त का र = \८अस्- यरयह समीकरण दै इस के फट 
का मान जानना हे । 
यहां ६०२ थक्रम सेफ =  [५८अ्-यर ताथ 


~ य\^(अ--य) 


ॐ 


ज्या" - +स्थि, यदि प्रथम र को र अक्षम 


1 


मिदा समघरै तो उस समयय=० दोगा ओर फट भी शल्य सिये 
स्थि =° तव फट 


[५८ (ल--यभेनाय = १५८८ य ) + अ! ज्या ५. 1 


दन म यद्वि यन्य तो चृत्तके चतुर्थाय का फल = ५५ 


वक्रक्चे् का फानयन । १७७ 


अ > २अ> _ २अ><परि 

@ ४ 
अर्थात्‌ परिधि, व्यास के धात की चौधाई च्रत्तका फल दोताहे। इसको 
मास्कराचा्यं भी जानते थे इन से मी प्राचीन ब्रह्मुक्षादिको ने भी यह जान लिया 
था । परन्तु इस की उपपत्ति वे छोग नदी दिखाये । 


इख लिये समग्रवृत्तफख = अ > अ7> = अ = 


१०४६। दीर्घचृत्त के फर का आनयन । 
६ । 
यद रः = रः (अ~य) इस चये 


= ॐ [५८ (अ--यरताय । परन्तु १०६३ प्रक्रम से ॥ ९८ (अ~-य9ताय 


यह अ,व्यासाद्धं से उत्पन्न चत्त का फट है इस चयि उस चत्त का 
सम्पूणं फट जो दहो उसे छधुव्यासाद्धं से गुण कर वृदब्यासद्धे का भाग 
देने से दीघचृत्त का क्षे फट होता हे । 


१०५ परवलय के फट का आनयन । 

यदो रः = ४अय । इस लिये 

फट = 1 ५ (छअय)ताय = ५ जय + स्थि। 
यदो यदि य=०्तोफः=० दख लिये स्थि=०। 


तव फ = र य २८ य = --- अर्थात्‌ मुज ओर कोटि सेजो आयत 


यने उस कादो तृतीयांश परवख्य का फट दोतादहे। 


१०६] जिस वक्र का र= अयन पेखा समीकरण है उस फे फट का 
अनयन । 





0 छ ५ अयन +! 
यहो फ = | मयगतय =अ | य^ताय = 
न +-१ 


यदि मू स्थान से फर की प्रवरत्ति माने तो स्थि = ० इस लिये । 


~ अन्य _ अयनम्य _रम्य 

न+ न+ न+ 

पक साधारण सिद्धान्त उत्पन्न हो गया! उसमे नके स्थानमेयदिरका 
उत्थापन दो तो परवख्य का फंड आं जायगा । 


~+ पि । 





यद फर जानने के सिये पसे वक्र में 


१०७] अतिपरवख्य के फट का आनयन । 


क 


१७८ चखरादिकलन । 
नदर को मूक मानने से इस का समीकरण र = --\८ (य --अ) 
इख लिये फ = -- [५८८ अ) ताय 
क (१ (य-म) - अ ला (य +५८य--म) |+ 
यदियनअतोफ=-० इसलिये 


॥: 

_ क़ अ. “ प्थि- क्य . लाअ 
०1 - २ लाम | सि". खि इद्ध खा 
इस लिये 
त {श्वम -्भः_ अला [१ + ५. | } 

` अ नि २ अ 

अक्‌ य्‌ र्‌ 
--- ठा | + ] 


कन्ध से वक्र के प विन्दु तकं एकरेखा करदोतो भरुज, कोटि, श्रुति 
सेजो जातयतिवुज होगाउस का फ ->यष दोगा। इस लिये श्रुति, 
अतिपर्वछ्य का चाप ओर केन्द्र ओर शिरःस्थान का अन्तरअसे जो क्र 
विवाह दोगा उस का फल = द सा(4 +) -“-*-** 

(चलनकङ्न का ११९१ वो प्रक्रम देखो) 

१०८। चक्राखद के फट का आनयन । 

चक्राद्‌ मे य = अ (१--कोज्याय) | र=अ (प+ज्याप)। 

दस लिये ताय = अञ्यापर ताप] 

ओर रताय = अ (उयाप + पञ्याप) ताप 


ष ज 
= अ पञ्याघताप्र + -र्‌( १--कोञ्यारप्र)ताप 
इ अ ~ पर र 
इसलिये † रताय =अ | पल्यायताय ~ 4 | (६--मोच्यारपोताव 
= अ (--प्कोञ्याव + ज्याय) + -3- (प -- न्प) 
2 


(य 
यदिणन्ञर त के वीचप के मानमे फठ साधन करे तो चक्राटट 


वक्रे का फरानयन । १७९. 


( श्र [+ ्, भ र 
के अ्येक्ाफडयट्य "+~ भ्‌ च(छतनब्रत्त क फर का डंट्गुना ईः 


4 
लिने चदितश्रत्त के फल करो तीन गुना कर्ने से सम्पूणं चक्राख्द्‌ का फक दाता 
है ( चलनकलन मे २८६ परक्रम का (९९१) वाँ वक्र देखो ओर वदँ क = अ, ओर 


अन्पमानलो) 
दसी वक्र मे यदिर=अप नतो पूरवैयुक्ति से [ रनाय = ॥ प्रञ्याषताष 


= अ(-परकोञ्याप +ज्याध) यह चक्राद्‌ के साथी का फटसमीकरण 
दुआ! दखमें पके ० ओर के वीच यदि फर साधन कर ते आधे चक्का 
फट = अ 77 1 इख लिये चलितवृत्त का दूना इस का फर होगा । 


१०९ कातन्वडी कै फ का आनयन । 
व | 
या र=१(इन+ड्‌ नभ) 
६ र ष र य॒ 1 य॒ 
इख लिये फ | रताय [ (इग +इ > )ताय=पृ (दद्‌ गे) 
य॒ 


-ण[ इक्क 


=ग 1 यदय +-२+इ्‌ः त)-ग |} र = ग (रग 








यु. ^ रमम र \ च्म य~ 
११०। ( ल ) + ( ) रतप =श इस समीकरण के वक्र का फडनयन। 
यह यदि य = अज्यार्म+१ भर रक कोज्या र्न+१पः 
तो ताय=अ (ग्म -+१९) कोञ्याष, उ्धासमप१ तायः 
दस लिये फ = | रताय = अक(रम + १) [कोथा +पहस्यासपरतापः 


२५५ क्रम के (९) समीकरण से इस का चर खा सक्ते हो । 
चा खण्डचलानयन से 


कोरधान^ परल्यां म्प, तापः 

कोज्या न"प्परल्या म्प, , २न+१ क । 

१ 1.1 कोर 'नप्नताय 
स्म रम ६ 1. 


~ कोज्या न)"परज्याःम+प्व, 
म्म+९ 


१८० चटराशिकटन } 





नतः [च्या मप९(१-- कोज्या पशेकोल्योःनपताप, 


_ कोञ्याधन+प्परज्याम+"पः 
रेम-¬+-र 





> [ जयमपकोज्यरपताय, 


-- + [ जया यतकोज्याः न, ग्पातापः 
पश्नान्तरानयन कर म+स्न+ कराभागदेदेनेसे 
[ज्या मप्रषकोज्या न+ र्पताप. 


कोञ्यान+षप.ज्या मनप न~+१ स्याम कोञ्य न 
रग्न त्दन्धन्तम [ज्या परका्या पताप, 
* (१) 
+ 1 श्र [न ४ नष 6 
यदि ० ओर के वीच पके मानम सान्तचलका मान खावेतो सम्पूण 
चक्र कां फर (१) से स्पण्टैकि 


?२५.७. , (न ~+ १) -? २५५.७....... (रम + १) 

~~" ~~ -/ "4 न + र" ~ अकर, यदी हदागा। 
२७६८ =° ° (म +न+) ० 

न, म के स्थान मे भिन्न भिन्न संख्याओं का उत्थापन देकर अनेक वक्र ओर उन 
श्मै्नरफट जान सकते दो । 


जसे यदि वक्र का (-)° + (>>) = १णेसा समीकरण हो तो यर्दा 
म=१९अओरन=१९ उस दिये रन+१-३, ओर रम~+१-३, २(म+न+१) 


रने 1 
=} फटमे इनका उचस्धापन देने सख चक्र का स्पूण फट ६ 





भकग = कश्म्थक 7८ = दै अक 
ख वक्र को चनकटन से सिद्ध कर खकते ठो कि दीर्धन्रत्त का अवलृत दे । 
१९९ कभी कभी ढो सीमां के भीतर फटानयन मे चङ्ग घोखा पड़ जाता 
दै। क्योकि ऊपरके प्रक्रमोसेजो फटानयन कियाद किसी स्थानमे रकं 
घनत्व वा कणत्व का विचारनटीक्रियाटै सर्व्ररको ण्करी प्रकार कामान 
चया है । परन्तु फलानयनमे रके स्थानमेयकेफटमेंजोरउसकारूपटोता 
ठे उस का उत्थापन >ेकर फाल साधन कियाद रस लिये संभवे कि इस फल 


~+ 


चक्र्षे का पएटानयन 1 १८१ 


म कणात्मक र संबन्धी य॒ का उस्थापन देने से वदी मान आवे जो कि धनात्मक 
रमे आता दो र्सी द्रा मे अवद्य धोखा खाने की सम्भावना हे । 


जैसे यदि किसी वक्र कार =गय्याय्‌ पेखा समीकरणदो तो यदो फर 
का समीकरण | रतायन्ग ज्या युता = - गञअकोञ्या्य मानो कि 


(९ [अकर्त (० कोरि 
जव य~=यः१तोर=रः! ओर जवय = यर तवर =र२ उस लियर, ओररः कोटि 


मान के वीच मै श्षे्रफलङ ग |पज्याय्‌ ताय 
य, 
=गञ | कोज्या --~ -- कोस्या--: | यदह हआ 1 इस मे पटे मानो 


किं य१=-०, य>=अग, तो फट =रेगभ यह होगा । फिर मानो 
य? ०, यर प्मन् तो गम कोज्या ^ -- कोज्या = | इस का मान गूल्य 


होगाजो कि क्षे की आकृति से असम्भव है क्योकिं जव तक य, ० से चू? के 
उपर अवेगा तव तक रका धनमान वदता र्टेगा फिर आमे धनमान घटने 
गगा जच य = अन तव दन्य हो जायगा इस लिये वक्र फिर य अक्षमे मिलेगा 
इस छिये य१९ = ० ओर य? = अन के वीच का पहले जो फर रअग आया है वह 
पकी चङकेरमे सिद्ध इअ ठीक अया! अवयका मानञअन्के आमे 
चटेगा तच र का मान ऋण दोगा ओर चराचर य के खअन मान तक्र 
ऋण ही ऋण चला जायगा पेसी दशामे य अक्ष से नीचे चक्र वनेगाज्ञेसा 
करि नीचे की आकृति स स्पष्र है । यदो अगः = अन ओर अच = रेअग 


ओर कम = ग = मच । 
ओर घक्र के धन कोरि 
य॒ मान मे अश्कग, खण्ड 
ओर ऋण कोटि मानम 
गःघच खण्ड है । इस 





चयि ० ओर र्भग्के चीच य के मान मे अश्कगघच का फर वक्र के 
समीकरण से अश्कग का अर्थात्‌ रग.अ का दूना छग होगा परन्तु 
फर के समीकरण से दाल्य आया इस चि्यि वह असम्भव हे । ठेसी सिति 


१८२ चखरारिकटन ] 
मे चाहिये कि गघच के फल के चयि र क्रा मान क्ण मानो तव इस 


+ ) ॐ; यु ४ ज्या य्‌ [* 
का फट = || (--र)ताय = ग [ (ज्या -जअ )ताय = अग कोज्या न+ 


इस लिये सम्पूणं फल = ग [अ ज्या--ताय+ ग [ स्म ज्या -1 )ताय 
अग 


= २गअ + रगअ = ४गअ यद्‌ टीकं होगा) 
फेसे रसे स्थानोमेर फे धनत्व वा कणत्व का विनां विचार किये फलानयन 
रीक न रोगा । 


११२} जव कटी सीमितवक्र के फर साधनमे | रताय कै मानमे यके 


स्थानमे क्या क्या उत्थापन द जिसमे सम्पूर्णं वक्रका फलय जाय इसमे 


ताय्‌ 


देते 
तानः ताचा इस का उत्थापन देने से 


संशय जान पड तो [रताय स्थानम | 
य्‌ ~ (~ ~, 
खुगमता हो जायगी इसमेचा के स्थानमें वक्र के परिधि का वा तत्सम्बन्धी ओर 
कोड चल का उत्थापन देने से सम्पूणं फट तुरन्त आ जायगा । 
जैसे दीर्घवृत्त मे ७७ वे भरकम से 


ताचा >. तायु 
-हयः = अ\/ (र्या ओर त = अकोञ्याप इस लिये 


ताय _ __ कोज्या ~. ताय 
ता ` {कत =" ८“ तावा" वप्ल कञअकोज्पाप ताष 


इस चि | र तच ताचा = अक [कोज्या प्प ताप 


= -ओ. ( १4 कोज्यासय ) ताप = ऋ (ष ~ चारप) अव सम्पूर्ण दीर्धघरत्त की 
परिधिमेप्र, चार समको अथीत्‌ २ दोगा इस ल्य इस का उल्थापन 
देने से खम्पृणं दीघवरत्त का फट = अक्रम = -ढ अन | यदी पटखे मी सिद्ध 
टा धा) 


कटी कदीयकौ कोटि ओररको भुज मान कर भी दो भुजो के बीच वकीय 
कल ता साधन कर सकते हो ! 


जसे परवख्य मेँ रः = धमय ` र =य दस दय 


वक्रक्षेत्र का फलटानयन ¦ १८१ 





१ रः _ रर यर 
[यार श [सता ~ = 2 
[~ 


बिन्दु सेर अक्चपरजोयके तुष्य छम्ब पड़ा उस से ओर लम्वमूल ओर वक्र के 
हि 


हिरःस्थान अ तक जो रेखा अर वक्र के चाप से जो वक्रत्रिचादु हुं 
उस काट) 


१९३] >, ओर ७० वें प्रक्रम से स्पष्टे किदो कोटियो (र रन) 


के बीच वक्रका फर 1 यन रताय =रच१ + रत्व. + रन.-श्चन 
यः 

यी हे । जहो र = फ(य), रः = फ(य०), रः = फ(य) * * * ` 

रन = फ(यन) इस लिये ६२ प्रक्रम की युक्ति से श्रेदीरूप फर के पदो का मान 

२₹८५य इख सँ चे से अथवा फ(य)^^+य इस सँ चे से प्रकारा करः सकते है । 

यँ भी टीक वैखा ही अथं समन्चना चाहिये ओरच का सूचक जैसा किं 
चठनकलन मे प्रसिद्ध दै^य हे । 

इस लि दो कोटियोके वीच वक्र का फर यौर८^भ्य इस से प्रकारा कर 
सकते है २८५ के पटे जो यौ है उस से यह समश्चना चाहिये कि^\य के स्थान 
मेच,; च> ˆ“ -चनकाओररके स्थानम रज र! रः" ˆ * ` रन! का उत्था- 
पन देने से जितने पद होगे उन सवो का योग किया हुआ हे । 

५ चे प्रक्रमसे स्पष्ट जान पङ्गाकरिं यदि अअ, अशथः इत्यादि को (जो 
अत्यस्य मान हे ) ^+य से प्रकारा करे ओर कर्कर इत्यादिको स्से,तो 
पास की दो कोटि, तधन्तगंत मुजान्तर = ^\य ओर वक्र चापान्तर से जो चतुभज 
वनेगा उस का फट = र^\य यह दोगा । 

ओर र, के स्थान मेर. र! इत्यादि का ^\य के स्थान मे अअ, अअ इत्यादि 


का उत्थापन देने से धेदी के प्र्येक पद्‌ करम से प्रस्येक वक्रचतु्युज के 
फल होगे । 


चक्र क्षेत्र कं फल दी से धीरे धीरे चररसारिकटन का प्रचार हुआ । क्षे का 
छोखा छोरा खण्ड कर के प्रथक्‌ पृथक्‌ खण्डो के फल के योगसेफटकाले 
आना भास्कर के गोखाध्याय के पृष्ठ फ देखने से जान पडता है कि भास्कर को 
समश्च पड़ा था परन्तु इन से परे भारतवर्षं मे इख प्रकारसे फटे आनेकी 
कटी भी चचौ नटी दै । 


१८७ चटरारिकलन । 


११९४ दो वक्रा के चाप ओर उन के कोच्यन्तर से जो क्षे वनेगा उस का 
फ़डखानयन । 





अ गा ठे चर 

कर्पना करो कि कावप, एक वक्र का चाप ओर कवपत दूसरे वक्र का 
चाप, काक प्रथम कोव्वन्तर ओर तत दूखरा कोख्यन्तर इन से काकतत, वक्र 
क्षे जो वना दै उस का फर जानना ह । 

र अश्न के समानान्तर ओर य अश्न के समानान्तर अनेक रेखा जिनमे दा गे 
का अन्तर वदत दी अल्प हो खीचनेसे देखो अनेक, श्रै के भीतर आयत वन 
गये हे जिनमे किसी एक दट का फल (यदि अल = य, दल = र ओर अम = 
य+ ~य, मट्‌ = र + र) यर यदी होगा । अच, वव,पप वक्रचतुंज कं 
वीच जितने छोटे छोटे ठट के फेस चतुर्भुज है उन के फल का योग यौ ८५य८ग 
यही दोगा । यदो क्षेच के देखने से स्प क्रि ८^५य सर्यज् एक ही है इस लिये 


यो ८^य ८२ =  [ (भतार = (भ्य 1 ख्वशतार 
च्व ट्व 
इख म र का मान अत्यल्प मानने से अर्थात्‌ तार मानने से वव, पप वक्र 
चतुश्वँज के विलक्रण खण्ड है उन का खोप दहो जायगा । 


इस लिये ववश्पःप = ८भय 6 


फ(य) 


तार = (भय { फा(य)--फ(य) } 


५ 


चकर क्षे का फंटानयन । १८५ 


यँ फा(य) = व = उपर के वक्र की कोटि भौर - 
फ(य) = वर = नीये के चक्र की कोटि । 
इस प्रकार सव स्तम्भरूप वक्रचतुभुजो का योग ^ य { फा(य)-पए(य) } 


भ 


इस सि से निकाल सकते दौ अशौत्‌ यदि भगान गा, अच!न=चात्ते 


ककरा तत = योय { प्ा( य ) --फ(य) } = | { पाय) -पलय) | ताय 
गा 
यदि द्विशुणचलानयन की रीति से इस फट को च्वि तो इस का 


मान [१ ॥ फल तार ताय ठेखा दोगा । 
गा॒ फ(य) 
११५ यदि जिन दो वक्रो के य= फा(र) | य = फ(र) रेसे समीकरण 
टो ओर उन से सीमितक्षे्न का फ जानना हो तो स्पष्ट कि 
ऊपर के मान मेय रको चदल देना दगा ! अ्थत्‌ तव क्षे का फूल 


चा [फ ताय. तार देखा होगा । 


गा फ 
१९६ उपर के दोनो प्रक्रमोकी व्यापि दिखाने के लिये एक उदाहरण 
दिखाते हे । 


कल्पना करो कि कर्घ चरतत, योर अरग परवखय मे न मूलविन्टु, नल = 


र = चत्त का व्यासाद्ध, नअ = कञ्च = अ, तो यदि न चिन्दुसे घ की ओर सुज-. 
९ 





१८६ चङराशिकलन । 


गणना करे) तो चत्त का समीकरण र' = ७अभ--यः ओर परवख्य का समीकरण 
रः= छअ(अ + य) होगा । क्योकि इस स्थिति मे न परवख्य की नाभी होगी । 
अव यों यह इच्छा हे कि घट चत्त का चाप, गरे परवल्य का चाप, गघ 
परवख्य की कोटि इन से जो गध वक्र वाड होगा उस का फर निकार । 
[९] भे | # फ़ 
११४ चे प्रम मे जो रेसे क्षे के खये फल का [| | रल) तार ताय यहं 


गा फ(य) 
समीकरण है इस मे फा(य) = \८४अअ +य), फ(य) = ५८७अर-- यः चा = नघ 
= स्थ, । ओर गा = ० मानने से घछ्ग का फट 


< | र { फा(य)-फ(य) } ताय 


[* १ ८ ० 
= | { (छः + अय) -- (४अ -- य)२ } ताय 


५] 


रेअ ॥ ५ ८रेअ १ 
॥ि 1 (४अ + छअय ) वताय - | (अः-- यथ) "ताय 
॥५। 


परन्तु ७ अ. +७अय) ताय = ई५८अ (अ+ य)र 


१ ३ १ ३ 
जोर | (४अ + ४अय) ताय = अ ९(३अ)र - १ अर्अः 


= { (रोच्ज-अः } = शं (५८२७-१) 


ओर [७ --य)*ताय = र्ज्ज्या-!-- - + य\८(४अ-य) 
स लिये | (७अ~यः) रताय = 
उपर फट मान मे इन का उत्थापन देने से 
सभ त ५ च १ 
फ़ = ॥ { (७अः+ छ अय) ताय = (छअभ-य')र } ताय 
५ \८ (= 
= द (\८द७--१)--अपः । 


यदि परवल्य में भुज की गणना अ चिन्दु से करे ता १०५ प्रकमस 





अटनं परवटयखण्ड का फट = अ >‹ {~ ८० श ओर अगघ परवटयखण्ड 


क 


वक्र क्सेचर का फटानयन । १८७ 


प 


र्अघ > गध _ २,८३अ(१य२अ) 


का फल = त =४अ८३ । इन दोनो का 








€ अः अ 
अन्तर नघगद वक्रचतुरमुज का फट = ४अ५८ ३ - -> - = -<(\८२७-२) 


दस मे वृत्त के चतुर्थादा धनल को अथौत्‌ अम्इस को धटा देनेसे 


अ र ~ [4 (. 
ग्घ वक्र क्षेत्र का फक = -(\^ २७ --१)-अश । यदी पठे भी सिद्ध 
इ था | 

इसी जगह यदि अङ परवख्य का चाप, कर, वृत्त का चाप, ओर 
कअ भुजान्तर से जो क्षेचहै इसका फर अपेक्षित होतो क्षेत्र से स्प 
है किन सरे यदि ककी ओर भुजगणना करे ओर भुज दही को कोटि 
मानतो यरा वृत्त का समीकरण रः = ४अ-यः यह जो है उस 
से यः = ४अ-रः ओर परवख्य का समीकरण रः=७अ (अ-य) जो 
र 
यह दोगा उस से य = अ-- -~- 


अव श१५बे प्रक्रम से फा(र) = \८ एअर । फ(र) = अ - 


= फं 
चा = मअ, गा = ० ओर क्षे का फर = १५ 1 ९ ताय तारं 


गा फ) 


| { एा(र)ो-फ(र) } तार | { \८४अस-रः-अ + --- } तार 


परन्तु | \^४अ- र तार = रअशज्या +~ र\^८ (४अ- र) 


आर 2 ५ 
ओर [अ व) व~ भर 


इस लिये 
- (मअ र र अ रः आः र अर 
{ \^(७ज-- र) -(अ- व } तार = अग-रअः+ईअ 
© 
= अ>--ई अः यही फ हभ । 


इसे परवख्यखण्ड नअ ओर वृत्तचतुर्थादा नकट के अन्तरपर से भी 
निका सकते हो । इस तरह से जदं पर जिन सीमाओं के भीतर फर अपेक्षित 


८८ चरारिकलन 1 


10३ 


. 


हो वटो पर श्रे की आकृति से उन सीमाभो को अच्छी तरह से जोच कर तव 
न के उध्थापन से फट का साधन करो । 
जर्टो ढोनो वक्रात्मक भुज णक ही वक्र के लाखा हो वँ पर ११४ ओर १९५ 
[१९ (~ [, ^ = {~ [8 २ 
परक्रम की युक्ति वहत दी काम की दे जैसे किसी वक्र का यदि (-मय-ग)'= 
अ--य' यह समीकरण होतो उसपरसे रका एक मान र=मय~+ग+ 
९८ (अ~यः) यह दसरा मय + ग--\८ (अ-- य) यह दोगा । 
यद फएा(य) = सय + ग + \८ (अ --य) ओर फ(य) = मय + ग--\८ (अय ) 
मान छे तो फा(य) -- फ(य) = २५८(ज--य>) उस लिये वक्रजाखा ओर कोस्य 
न्तर से उत्पन्न फट २ ५ ९ (अ--य)ताय यदह होगा । यरो य का परमाय 
गा 

मान--अ ओर पर्माधिक मथ मानद तो पे वक्र का सम्पूणं फट 

म 1 ही > ०५ 
२ ९८(अ--य)ताय = नअ यदी होगा । 
थि 

११७ अक्नीय सुजयुग्म पर से घक्र का फटानयन । 

&. | 





सपव वक्र म मान लो करि ना श्रुवस्थान नाय नियत रेखा नाप=श्। 
८यनाप= प ओर श्रु = फ(प) 1 तो यद्वि नासप चक्रचिवाहु का फट = आ टो 
तो चल्नकल्न के १५८ वे परक्रम से 
नाजा र _ _{ फ) } 
नाय 
द्म स्यि आ= ॥: { फ(व) } ताप +स्थि 1 रदो वक्र मे स विन्दु को कोई 


निच्चिन विन्दु सम्यो । 


चि (- {फ(च) ताप 
टत्‌ 44 ध 





वक्र क्षे का फलटानयन । १८९ 


तो आ= फाप्र)+स्थि- ˆ * ` * ` (१) 
कर्पना करो कि जव प = प, तव आ = आ ओर जव प = प तच आ = आ 
इस लिये (९) समीकरण से 
आ.--आा, = फा(ष-)-फा(ष,) = ३ । ० { फ(प) } ताप 
पः 
यदि श्रुति ओर स्पर्शरेखा से उत्पन्न कोण का मान भ॒ रक्खो ओर भुचस्थान 
से स्परछरेखा पर पड़ दए म्व का मान छ मानो तो चिकोणमिति से 





द्धं ताप 
ल्याभ =-~-=श्च चटछनकटन के १५५ घे पक्रम से 
ः श्रु ताचा ( ) 
इस लिये आ शर ताप = ३ श्रु तन * ताचा 
श्रु ^ 
& ३ न ताचां ~= दै [ल ताचा * * * * व त (२) 


य्टोखकामानचाके फटडरूपमें वाण्या का मान खक फट रूप सें 


जाननेसेआकामानचावा लके फट रूप मे जान सकते हो। 


~= (ट =° [ल ताचा ताश्र श्रुताश्च . . 
६ | ताचा ६ [ख छत प्रत) (२) 


७५ प्रक्रम के (दवे समीकरण से । 

ऊपर दिखलाये हए तीनो समीकश्ण पर से अनेक वक्र का फर जान 
सकते है । 

१९८ सापाखिकर सपि का फठकानयन (जिस वक्र के समीकरणवा 
नाम इत्यादि मे संदाय पड़े ते चटनकलन का २८६ परक्रम देखना चाहिये) । 


प 
यहो श्च = अ इकडस लिये ११७ प्रक्रम के (१) समीकरण से 


प्‌ 
[ख इक = (ष्टरक +स्थि। 


[.६/.। 


आ 


- ज [ ए ष 
ओर आर -अः! = |. इ? --द ? |= कु(धः-शरुः) 


इस लिये श्चुः श्रु, ये दो मुज ओर तदन्तग॑त चक्र का चापइनसे जोषये 
होगा उख का फर ई (धरुः-श्र) यही होगा 


१९० चरखरारिकलने । 


११९] अष्ीय भुजयुग्स पर से परवलख्य का फलानयन 1 
चखनकटन के १०८ प्रक्रम से । 








यो श्र = र इस लिये 
अआ = -- ६: = ^| (१ + स्प १) तास्प प 
२ र्य 
“ =अप्स्परेष-+ )+ स्ि।- 


< र 
इख लिये आ.-आ, = अ(स्प रपर + --- )-अ(स्प‰प-$स्प दपर) 
इस मे यदि प्रं = ° ओर ष-=९तो 
आ-आ = अ१(१ + १) = अः = > अअ अर्थात्‌ परवल्य के नाभिग कोरि, 
तत्सम्बन्धि शरिरःस्थान से मुज ओर परवख्य का चाप इनसे वने क्षेत्रका 
[> 4 (न क (५ 
फल ३ अ > अ यह वही सिद्ध हुआ जो १०५ वे प्रक्रम से सिद्ध होता हे । 


१२० जिस वक्र का अक्नीय समीकरण शु = अ(प + ज्या) यह हे उसका , 
फलानयन । 


२ 
यर्टो आ = म [ (च + उ्याप)ताप = ब [लं + रच ज्याय + ज्याप)ताप 


परन्तु [ प ज्याय = --पकोज्याष + ज्याप। 


ओर | ञ्यापताप्र = ३ (१-कोज्यारप) ताष = १(प- व ) 
इस लिये 


अ {पः 
आ ५ 1 ह --र्पकोञ्य {पि ~+ रज्यापय + १-- र्ल्यार्य | + स्थि 


यहो यद्वि ° ओर दके वीचप्के मानमे फट रखवेवो 


फट = ( ३ द २) ] 
~) [न्न्य 9९ & _ कोज्याय-५८ (कोज्या. ^ कोस्य (1.1 
९२१] यटि चक्र का अस्नीय समीकरण श्च = २ अ-कोज्याय-५८ ( ) 
ल्याप 
पसारोतो 


2 [शस ध्प+को को साप कोज्यानय को ज्याप~/(कोज्यारय) ताध 
प 


< चक्र येच का फटानयन। १९१ 


५ कोज्या प + कोलयासपताय-धयं | कोञ्याष\८ काज्यारप्) 


ञ्याष ज्याप ५ 
कोल्याप्प + २ म ९.९ 
परन्तु कनया कनया ताप = { (रकोस्प--९) कोडे पता 


= कोस्पप--> कोस्पश्प | 


ओर (निवास) = ^. (१-- २ ५८ (-- २ ज्या) ताज्याप रपर) ताञ्याप 
ज्या ज्या 


इस मे मानोकिज्याष-१तो 


९८(१-- रज्या). न | २. 
[१ ) ताष=-- (\/(द्‌' --२)दवाद्‌ 
(1 4 
क ( द्‌. ) र ड 6 ज्या २) 


-- २ (कोडेष्प-२) ड इन्‌ का उत्थापन आमेदेनेसे 


आ = रभः कोस्पय -- ~~ कोरस्पभ्य + --- ( कोरः प --२)२ + स्थि 


अर उ 
= + (कोेषप--२)* -- कोर्पः प ( + सि 


४ ७अ --गञ्या प) प्रकोस्पश्प | 
[-- भअ कोस्पष नः कः (१--रज्या प) ---ज्याश्कोस्पश् न्‌ {सख 


ज्याध्प 
अः. ( कोज्यारप )---कोज्याश्प 
= २ अ्कोस्पष + 
२अ्को द ज्याष प्स 
१२ जिस सपि का अश्तीयसमीकरण श्रु = अपन यह है उस का 
फलमानयन । 


२ 
यद आ ॥ श्रषताप = ‡ | यंप ताप य | षनताय 





अः स्न+१ , (> अष्पन>्प श्रुः >्प 
>= ------------ घ ४ = ~उ + स्थ - र (रनर्ष इ 
(रन +) ५ २(गर्न+९) स २ (र्न +१ सि 
श (चन १0 २न्‌+-१ 
श्रु ॐ \अ ॥ न्‌ [९ श्चरुं न {> 
~ न्‌ शं = न 
२(२न+१) ५ ४ 


मअ? (रन+१) 
यद्यो क्षे के खक्षण से जव ष = ०, श्रु = ° ओर फल = ° इस लिये स्थिरा 
द्य दोगा । इस मे यदि न= १ तो सपिंख आरकिंमिडिज्ञ का दो जायगा दस की 
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वक्र क्षे का फटानयन । १९२ 


७ग्श्च गश्च दिग्श्चुः 


दानो फेस के चापो के अन्तरमें ल ह 


= र्शः यह फलू होगा । 


इसी तरह श्रतिकेन वारफेया करने मेश्चु=नश्रु ओर न-१ वार फेरा 
करने मे शयु = (न-?) श्रु । 


मे त ३. .८--..6 १२ 
इस चयि शुके न वारफेण करनेमे कक=‡ न) 


=-= 4 न-(न--१)ः 
~ 3) -- ग्य १---न्‌ः 
ओर न+ वार फेय करनेमं फर त । (न+ १)- न | 


इस छि न ओरन+९ वार फेरा करनेमे दोनो चापो के अन्तर मेँ 
फट = ---- { (न + १) + (न-१)- रनः | = च ८ ६न = रनन्श्चुः 


= प्रथम ओर दूसरे फेरे के चापौ के अन्तर सम्वन्थी फ कान गुना यह 
सिद्ध होता हे । 

इस सर्पि के विषय मे आगे कक ओर विचार किंथा जायगा । 

१२२। उखामूक के फट का आनयन । 

यो श्रुः = २ क. कोञ्यारष 

इस लिये आ क| कोञ्या२ष्र ताप = = ज्यारष + स्थि । 


यहाँ वक्र के लक्षण से जव ष = ° तव आ = ° इस लिये स्थि = ०। 


र 
तव आ = -‡ ज्यारष उसमे ष्रकेस्थानमें 2 का उत्थापन देने से 
५१ 
चतुर्थांश फट = र दस को ७ से गुणने से संपूणं इखामूखकक का फल = २ कः 


१२७ दो वक्र के चाप ओर श्युत्यन्तर से वने क्षेत्र का फलानयन । कट्पना 
करो किं अ ध्ुवस्थान अर अथय, अर अक्ष से जो काव,पत१ कवपत वक्र के चाप 


ओं स ~ 
र काक, तत.धरत्यन्तर से क्षेच है उस के फल का नान करना दे । 
५० 


१९४ चङरादहिकटन । 





अववः, अपप? अच्यन्त निकट दो श्रुति रेखा खीचो } अव =श्चु, यपनभ्रु+ 
८भश्र । अच, = श्रु, } अपः =श्रु, + (^, | ओर 
८ व! अपश= (^ । ओर कवपत वक्र का समीकरण श्र=फप्) ओर 
का व्पर्तः का समीकरण श्रु = फा(प) समघनो तो पव ओर प्च को अत्यल्प 
होने के कारण खरक रेखा मान खेने से 
अकव, अकप चक्र चिथ का अन्तर = ^भजचप = ३८६१ श्रु +शु) ओर 
काचः कापः का अन्तर = ¢अवशप = २८ श्रुश(धुर + श्र) 

इख लिये दोनो का अन्तर = काकपपः-काक्चवः = वश्वपप\ = ^आ = 
रेप ¦ ्रुष्छुः + ^^श्रुरो-घ्रुघु+ ध्र) } 


~ आ 
इस लिये 5 = २ { श्ुषजुः+ ^^श्रुपे-भरु(ध्र + (श्रु) } 


छत्‌ 


इसमे प मान द्य मानने से भ्रुः=नश्रु-०, उस स्यि 
ताजा 


तत = ३ श्शुः-श्र)= र [{ फा(प) | { फ(य) } ^] 
इस लिये आ = | { { पातय) } - 1 फ(प) } पुता 


यदि ८ यका = अ९,५८ यत, = क! तो काकचपतत,पश्चका का फल आ = 


५ { { फा) } -- { फक) } नृनाप (१) 
५ 


र 
जव [भ ताश्च = 4. । स्थि दस लि [क प) ध्र चाश्र 


फ(प) 


वक्र के चाप का आनयन । १९५ 


= २ { फा(य) } ~ { कष) } 4 उस पर से (१) समीकरण को द्विगुण चंखानयन 
की सीतिसे ५ फा(ष) 

अ फ) 
१२५ इसी जगह यदि प = फश्च); प, = फाघयु) रेसे दो समीकरण के चक्र 
केचापौसे भौर श्चु=अ,श्रु,=क र्खे समीकरण केदो चृन्तोके चापोसे वने 
छे का फट जानना द्ये तो मान खो कि कककत्का, तर्तर्तत, दो वक्र कै चाप 
ओर कवपत, कावप दो चृत्तके चापदहैजिनकाञअ केन्द्रे)! अ केन्द्रसे 
दकर्व्पत॑, ओर द्कष्वपःत॑, चत्त का चाप्रषण्ड वनायो जिने व्यासाद्धै शर, शरश्च 
+शु दै। तो चख्नकरन के २५९ च पक्रपर से त॑त॑पैतवैकतक॑व॑प॑त का फल = आ 
~ {धु (ध--ष)+ ८ धप) । ^ ^ भ्रकाभागदे देने से 


ध्रु ताश्च ताष देसे छि सकते दो । 


आ_ _ श्रू) + (धु+ ^ श्रु) (वरप) 
२ 
इख लिये 
ताथा _, (च च छ 
ता - धु (पप) =श्रु { फा(ध्र)- फर); 


इस सिये अभी क्षे का फट 


= ४ श्र { फा(्रु)-फ(ध्रु) ¦ ताश्रु= आ 0 र ५ 
दः ~ 





जव | श्रुताषनश्चु [ताप =श्रुषःश्चुको स्थिर मानसे से 
इख चि मे [र श्रुताय =श्रु { फा(्ु)-फ(श) } 
फु) 
इस लिये द्विगयुणचखानयन की यति से ऊपर के फट को 
| क ध्र॒ताष ताशरु एसे किख सकते हो) यदि यर्दोदो वक्रो 

अ फु) 
के चापान्तमैत सीमित दोनो कर्णो के अनेक विभाग कर भुव विन्दु से भ्र्येक 
विभाग पर गया पेखा अत्रक चत्त चना डटो ओर वक्र चापौका भी अनेक 
विभाग कर प्रति विभागमे जोरेखाख्गादो तो रेखा ओर व्॒त्तके चापखण्डो 
से अनेक चतुसुंज दोगे जिन मे किसी एक का फट = श्प यह दोगा । 


१९६ चर्यदिकखन 1 
१२९। जेते अपएक, अपाक्ा वृ्ताद्धं के चापो से ओर कका रेखा से वने 


छेन का फल जानाना तो मानो 
अक = ग, अक्रा = च 
८ कापा = पःतोअपन श्रु 
गकोज्यापः"अपा = श्रुः = चक्रोज्याप 


¶ 





इख लिये १२९ प्रक्रम से 


प्र 
इ 1 क 1 प | भरताश्च ताप 
अ! फ(प) ० गकोज्याप 


अव यद्ध ( चकोज्याप श्रताश्र = > (च-गपेकोञ्यष्य 
गक्रोस्यय 


भीष फट = ३ (जगः) [२ कोञ्याप्प ताप 
| 


५१ 
[1 
[| 
[न्को 
६ 
[1 
५४ 


प 2 न कोर (4 
सम [करस्य परताप [वा ताप =+ न्वा 


इस चयि [= कोस्य्प ताप = इस का उत्थापन फट मेदेनेसे फट 
द (चः-ग)) 
इसी क्षे का यटि अकर व्यासाद्ध से वना ककः स वत्त चप्रसेदो चण्ड 
पटे अस, सक, अपक, उत्त चापोसे वनेक्षे्न का फट १२५ घ प्रक्रम 


१ म्न खो करि कपसर पक्र वृत्त का चाप, ओर दूसरे चरतत का अ बिन्दु रूप चापः 
पक चक्र अपच वृत्तषटं चाप, आओैर दूसरा अस चट वृत्तां का चाप इनसे वना 


/ |, 


(प ्ः १ 1 ६ 
हया क्षेच दे 1 यरो श्रु = गकोल्याय । यर दृखरी शरु = चकोल्याप 
इस त्वयि प = कोञ्या - 
ग 


= श्र 
3 आर्‌ प = कस्या ~" .& ; क = श, अ =° 
न्य 


द्न का उन्धापनदेनेसे 


कोज्या - 4 


न्च 
चः श्र गु ,/* 
| (शतप ताश्रु= 1 ॥ श्रुतापताधु 
च्य #2 ध्र) 


© 


कोज्या -: 


वक्र केचापका, आनयन । १९७ 


कोज्या थ्‌ - ` 
गं ् ं ध र 
यो | श्रुताश्च ||कोज्या र च ~ कोज्या र 
कोज्या णिः - 


ओर श्रुकोज्या र वाश्च => { (रश्रु- च) र इ 
धु.“ (चः -श्रुपे } । 
चकोल प नाश 3 { (गोता - 
` चु (ग्रुप } 1 
उस स्यि | कोज्या ए = नाश्च 
© 


= च { (रगः-- च) कोञ्या 1 =-- ग\ (च.--ग) + चः = } 


शः. श्रु कि 
ओर ॥ श्रुकन्या - गे ताश्च = {ग ् | 
© 


इस लिये 
ग कोज्या श्य 
1 द त श्रुताधनाशर 
० ^“ करोञ्या-् र 


= ड { (रगः--चेकोज्या “नं -- ग\८(च- गः) + २ (चः-- ग) } यद्‌ एकं 
खण्ड का फर हु | 

अद ऊस वरत्तचाप, कास चर त्तचाप, ओर कका रेखा से उत्पन्न क्सेत्र के फल 
साधन में एक वक्र फे चापको ककरा रेखा समथो ओर दूरे वक्र को असकां 


मान लो-तो प = ० = फ), घ, = कोज्या पुः = फा), क = च, अ=ग। 


नक्रा उत्थापन १२८५ वे यक्त के (१) समीकरण के दूसरे रूप देनेसे 
"क “फा न्च / -श्चु 
| / (ध) शरुताषताश्र = || ४ 1 चं श्चतापताश्च 
«ॐ ह । भ च्य 
अ फ़ (श्च) ग 5 


य्ह भी पहङे सखण्ड के फट साधन के फसा र ध | 


१९.८ ` चरराह्िकलटन । 


1 ज्या श्य 
ज्या -् श्र 
1 कोज्या ˆ ~त श्रुता = खर कोज्या ड 


[कोज्या ¬ तशु => | (चं) कोचया "रु (लु) | 


४ शु 
= | श्र कोञ्या ९ 
[ ४ न्च ता 1 चु 


= * { ग\८(च.--ग) -- (स्ग-च)कोज्या ' ‡ } 
यदी दूसरे खण्ड का फर हुआ । 
अव इन दोनो खण्डो का योग कसे तो ई(च*--गः) यदह सम्पूणं क्षे का फट 


खीक पदे टी के तुस्य आया । 
4 
१२७ यदि अश्चीय समीकरण परः से ९९१५ प्रक्रम के अलक प्षे्का फट 
साधन करे तो योन को धरुच स्थान माननेसरे परवख्य का समीकरण 


जर्टोपका मान नक रेखा से छिया गया हे । ओर वृत्त 





अ 
~ 8 
~ कोज्या. र 
का अक्षीय समीकरणश्र=२अ । इख खिये पे श्च, के वशा चलानयन 


५९ 


द ॥ 
करने से अर्क का फर = | ४ श्च ताश्च ताय 
= सचे 


इसी जगद यदि पके वहसे प्नःओंर दमयन करतोषः 


५ 
र्य (प, 
= कोज्या -' ----~मान लेने से अल्कका फर || || || श्च तापतशध्चु। 


> 


यदि धग का फर अपेक्षित रहो तो घ्रग का अनीय समीकरण | 


श्र = -- -~ ` --- ओर नग = ७अ, ८ कनर ओर मानदो किपः 


५ कोज्याप स 


, सअ--श्च [स 9 
= कोज्या --द्र-गोरपः= | “ज्र | । अव यरो पदे प्र के चछा 


वक्र.के चापका आनयन) १९९ 


(> 


प्र 

चलानयन करने से घल्ग का फट = ५ ॥ च्श्चु ताप्रताश्चु । इसी का 
सअ ष. 

फल नग रेखासे दो भाग कर प्रथक्‌ पृथक्‌ खवे तो पठे उस 


। 
नि हे ~ 3 (अदः पु 
खण्डका फल जिस मेल्ग चापद | ६ २ ्ुताश्च॒ताय 


ण 





५ अ 
113 "अ छेष 
यह होगा फिर दूसरे खण्ड का फल = || 1 ्रुताश्चुताष यह होगा 
२२7 
छः दअ 


ओर इन दोनो का योग दीक पहले के वरावर क्षेत्र फंड निकर आवेगा | 
दस तरह से जाँ पर जैसा सखुभीता जान पड़े ताँ पटले श्रु के वा अथवा प्र के 
वरा चद्मनयन कसे । 


१२८ १२२ प्रक्रम मे जो आकिंमिडिक् का सर्पिलट है उस मे 
स 


ववम को एक वक्रचाप ओरभःभनको दूसरे वक्रका चापखण्ड मानो 


(य प. प 
तो १२४ प्रकम की युक्तिसेवः भःनमका फट = | + त शु ताश्चुताय 
प्र्‌ 


फेसा दोगा } यहो फ(षर) = अप ओर फा(ष) = अ(ष + प) मानो ता 
फा) शरु ताश्ु = 9 { फा) } ~ { फ) } च| 
फ (ष) 


(अः ष + छञअश्पन + छअ7--अप) = त्‌ { (ष + २ग)ो-- षः 


ओर 14 1 (ष + स्वपोषं ४, ताय = -- { (+र) ष. 

इस यये - 

1 ्रुता्रुताष = अ { (प+ सप)-प _ (प्रः + २7) प्र३ } 
च केच) र. 


1 > दष + १ र षप + ८7-दषद्८--१२प्र८-- ८7 } 
२ २ 


५.4 
= च 1 रषः7८ + ८षर८-रषः7८-छषलएः | ॥ि च { र्व(ष्‌-धः) + ६०८२(ष<-ष) | 


२०० चररयारिकटन । 


यह- फल हआ इख मे यदि पर= रन ओर ष९ = सपन) हो तो 
न ओर न+श्वार श्च के फेय करने मे दोनो चापो के अन्तर काफल 


<> 


२ 
ट १ 1 २ पप्(पर्‌-प्रः) + छप्(पर-पः) 
अः ॥ 
3 + प्प्(छनस छन +- (नग्न) + ८०३ ॥ 


= ह (९६ नण्ध) = ८नअश = रन्न ५४ = ए्म्नशचु 


यदी टीक १२य्बे प्रक्रम मे भी उत्पन्न हुआ था परन्तु इस क्रिया स वहत ही स्पष् 
रूप सरे उपपन्न होता हे ओर १२य्बे प्रक्रममे जो युक्ति लिली हे वह वङ्‌ गाम्भीर्य 
[घ ३ <. [> ह 

विचर करने से तच मन से वसती दे ॥ 


९। अपचक्राख्द्‌ के अक्षीय समीकरण पर से फए़टानयन । (११७ 


ि एका खश्चुताप्न 
का रण देखो) फट = आ = २ | --------- 
मकम का (३) समीकरण देखो) =| ट्रुर क्त 
५. भ ् 2 ग\८ (श्रु ) 
श्मेच क ख्श्षण स ङ दे 
यह (ग (८२ प्रक्रम खो) 


ग\८ (घर -अयेश्चताश्चु ग ८८ (श्र-अयीश्चुताध्र 


अ९८ ग-- घ्रः) मअ. \८^(ग~- ध्र) 


इस दिये फर = ‡ ( 





ग व ताव त क 
= ~~ । --------यषदि घ = भ्र - 
मअ / \८^ ग~अ~व) ५ & 


प्ताव चि व--(गः-अः) 
\८ ग -अ ~व ) ९८ (ग ~अ -च) 
+ लन [= म) (व 

) \८ ग -अ-चवः) ~ ८ | \८ (ग -अ ~व) - 
~ | \८(ग-अ-चरेताच = 7 --अ.उया-'--नव्‌ ॥ 
॥ = 7८ -अ 


व\८ (ग क क 7- = ९ (श्रुः-अ ) $ 
(गअ) 





अव ताच 





[१ 





शरुः गरुः 
= 8 २ अः 
ध्रूज्य नस्श्चु=गच्खके -मीतर का मान = ~ चस. 


9 
~ 


वक्रश्च का फलानयम | 


। ग~ अः 


को स शुण देनेसे -- {उसमेग के स्थान मं अ+म्क 


का उत्थापन देने से 


(अ~+र्क) के (अ +कः) 
~ 


धूम जाने से जो वक्र का अवयव ओर तत्सम्बन्धी श्रुत्तियो से उत्पन्न 


इसको दूना करने से चितचरत्त के एक वार 


केन्र का फल = (अ~+र्क) क (अ+ क) | 
अ 
[| [नद ९. {~ न्‌ ॥9 (१ ध 
हां परर दोनो धरुतिर्यो स्िरघ्रत्त के व्यासाद्धं=अ है ओर तद्‌- 
स्तगेत सि्थिरत्रत्त का चाप चलितचृत्त के परिधि स्कम तुल्य है इख 
ख्यि उस चत्तलण्ड का णछ=अक्रन दस को उपर के फरमे घटा 


देने से स्थिरवरत्त के परिधि ओर घक्र चाप से उत्पन्न फल 
~ (अ+र्क) क (अ+) 
अ 
= कं + उेथक + सक) "कन = न्क (अ+ क) 


इसी तरह से अतिचक्राख्द्‌ मे यदि अत्कं तोक का चिह्न वदछ 


--- क्म 





देने से फल क (३अ--स्क) यदह होगा । 


१३० एक वक्र काफ(¶ , -ु-)=ग ˆ * * (९) यद समीकरण ओर 


दूरे चक्र का फ(य,र) = ग यह समीकरण है इख को ( ८) कदो अच इन दोनो 
वक्रो के किसी साजात्य अवयव के फल का सम्बन्ध जानना हे । 


(१) मे यदि्रु=यं ओर र =रतो (९) मे 


ताय = अताय उस ल्यं (२) का फट [सायं 8  --- = -- | रताय 


अ्थीत्‌ (२) का फट = न > (१) का फ 
इस लिये अक > (२) का फट = (९) का फर । 
जसे (९) दीर्धचृत्त मे यदि केन्र को मूल चिन्दु मानो तो 


२ २ ५ 
स+. ` द) ह" 





२०२, चटखरारिकल्न । 
. = ॐ ५. ४५ = =, छ 
ओर चत्त मे य +र = १ (जस का व्याखाद्ध = १ हे) ° (य) 
इस चछ्िये (२) का फट > अकर = (१) का फल 


अरात्‌ (९) का समन्र फ = (2) का समच्र फ >< अक = अकम 
= अ अग्न यद्ध पटे १०४ पक्रम मे मी उत्पन्न इञ था 


पय 
#1। 
र 


(२) अतिपरवलख्य मे --द - = (१) 
ओर खमातिपरवख्य मे य-र = २ * २) 


इस खये (२) का फल > अक = (९) का फल । 








^~ क ह ^ 
(३) जिस वक्र का [ॐ + | = -तर +डः य॒ समीकरण दै उस 


दे फ को जानना है । उस मे यदि य=अय॑ ओर रकस ता वक्त 





ध अ स्य ५२ 5.1२ 
के समीकरण का रूपान्तर (यैः + रथः = ~ र (२) 


अव इख के फ को अक्र से गुण देने से अप्भीणर वक्र का फल ऊपर की युक्तिसे 


हो जायगा । 
(२) के फट जानने के लये इस का अश्नी समीकरण चनावो तो 








ड {२ ~ 
अध्यः , कां 5. 
ध्र" = --- +~, श्रः काभागदेदेनेसे 
हि ॥ त ए *। श्च ९ 
र र प क्र र पु 
श्र = -यकोडयाप्‌_ + कच्याप 
> त म्‌ 
उस लिये फट = > 1 श्रु ताव = | 0 [2 क ज्याधताय 
त म 
त्य 4 ८ पु 
= | + कोज्यारप तार + -क | ९-कोज्यार्प 
4 (4 २ 
= _ ((घ,च्वान्प), क प. च्याः 
ददर | (**+- ^ ) + दम (४) 
पका मान ० ओर ~ माननेसे 
प्रठि 6 क 


1.9 4.1 = > ~ 
फट = उ |= + | आर टस का अक्र स गुणद्ने से अभी वकर 


चक्र्षे का फलानयन । २०३ 


का समग्र फट = अक? [= + र| 


उपर के सिद्धान्त अर्थात्‌ फ(यु.) ग । फ(यर)=ग्‌, इस मे यदि 
अनकतो (९) का फल =अः> ८८२) का फल एेसा होगा अर्थात्‌ दोनो 
चक्र सजातीय होगे ओर (२) फ फर को असर गुण देने से (र) का 
पफल होगा । देखो ण्सेदो वक्रौ मे सजातीय भुज वा कोटि मे अः! 
का सम्बन्य रहेगा ओर फठमे अ: इस का सम्बन्ध । इस लिये रेखा- 
गणित सरे जसा सजातीय ऋजुवटुभुज क्रेचौ मे धम्मं सिद्ध होता है 
वैखा ही उपर की युक्ति से सजातीय वक्रो मे भी सिद्ध दुभा । 

१३९१। चक्र चाप ओर वक्र के अवललचाप से च्ने्ेच का फलानयन। 
९दे घक्रम के (१) ओर (२) क्षेत्र मे वश्व को तनिक सा उटावे। तो दसरा वक्र 
जातीयन्यासाद्धं कामान होगा दोनी को बहुत पास रोने से यदि क्न मानो 
ओरवः के पासदी चदधत चिन्दु मानो ओर इन दोन व्यासा सें उत्पन्न 
कोण का मानव, मानो तो स्वद्पान्तर से दोनो व्यासाद्धै, ओर वक्र काचाप 
इन से चने व्ृत्तखण्ड का फट ^ आ = ‰ वव ^व, 


अ 
# ङ २ वव अच दस मे ^ व! = ° माने ती ठीक टीक----- 


9 
+ 
2 
21 
& 
न 


1 





= १ चव यदह अभीर क्षे के पफल का तात्कालिक सम्बन्ध तावहकेवशसे 
उत्पन्न ई । 
यहो यदि आ को अबलूव का चाप, वक्र का चाप, ओर दो वक्रजातीय- 
(स वि 


व्याखाद्धं इनसे वने प्षेचका श्छेचफर समघनो ओर दोन वक्रजातीयव्यासा्् 
सम्बन्धी चर्का मानवः, व. मानखेतो 
आ= ई [ वववःताव, यह होगा 
८ 
वर 
यदहं चव! वक्रजानीयसध्यासाडं के स्थान मे य ( चरन 


वेऽ 


कलन के १७१ परक्रम से) इस करा उत्थापन देतो 
| [वि ताचा [षि कत तायरेसादरौगा 


१३२ कातन्वटी उसका अवदत ओर वक्रजातीय दो व्यासाद्धं इनसे वने 
छ्षे्र का फलखानयन | 


२०४ चटराश्िकख्न । 


यद्य चा = ग. स्पवः (२४ प्रक्रम से) 


ये ताचा=वि=ग रष्व, 
त, 


इस ट 


ओर = ७ विष्तावः 1. गछ व! ताय, 
चर च> 


॥ (=) व तत 


(यि 


च. 
यरो [क च९ तावर = स्पच९+ $ स्पध्व, + स्थि 
दस पर्से वः, वर का इणष्रमान मानने से अभी क्मेत्रका फल जान सकते हो । 
ल [अ भका [> €. ओं भ कोई {9 [३ चेन्दु से 
१२२ वक्र के पतिविन्दु सम्बन्धि स्परां रेखाओं के ऊपर कोद स्थिर विर 
(जो कि उसी धरातल मे है जिस मे कि वक्र है) स्व ङे ओर इन कम्वमूलो 
मे लगाक्रर एक वक्र रेखा करद्‌ तो इस वकर को पटे वक्र का पाददट कहते हे । 
जिस स्थिरचिन्दु से छम्ब डा गये है इसको पाददल का मूटविन्दु कहते हे 
ओर जिस वक्र का पाद्रदट वक्र वनावोगे उसे पाददट का मूलवक्र कते दे । 
१३४। पिछले परकरमो से स्प हे कि मूकचिन्डु से पाददरू के मूलवक्र के कोद्र 
ढो स्परछरेखाओ पर दो छस्व डके जार्थे तो पाददछका चाप ओर इन दोनो 
ख्प्वोसे वने क्षे का फट || रभ्ताष ( जो कोई नियत रेखा ओर भ्व से 
उत्पन्न कोण = प है) क्योकि पाददल मे मूल वक्र के स्पर्शरेखा पर जो मूखविन्डु 
से कुम्ब डाला जायगा वह रम्वही श्रुति होगी 
करपना करो किंञ,अ दो मूखचिन्दुओ से दो पाद्दल एकी मूलवक्र 
(4 = [अ , २ [ख [3 । 
सेवने दै 1 ओर मूख्वक्र के किसी दो स्पणैरेखा प्र ढोनो मूलविन्दुभा से क, ट 
रम्ब डाघ्े गये हे । नियतरेखा समानान्तर है । अ मूलचिन्दुसे अ की श्रुतिः श्रु 
ओर श्र ओर नियतरेखा से उत्पन्न कोण परैतोपकेढठो मानो के भीतर पले 


पाद्रदट का फट = आ = भै ॥ लताप, ओरप के उन्दी दो मानो के भीतरः दूसरे 
पाटदट का फट = आ = २ [ क॑ताव 


परन्तु ल = --श्रु कोज्या (प-पः) 


वक्रक्षेच का फलटानयन । २०५ 


दख लिये क = कः+ रलशरु कोज्या (व--पर) + शु कोज्या (पपर) 
इस लिये आ = १,८८'ताप-.८श्ुख्कोल्या (घ-प,)ताय 

= २.८ कोज्या (प-प्ररोताप 

= आ -.८टध्रकोञ्या (प-प्रणेताप + २.८६ु' कोज्या (प--पर) ताप्र 

= आटश्च (कोज्याप कोञ्याधए + ज्याप ज्याप्रर) ताप 

+ २.८ (कोल्याय कोज्यायः +उ्याय ज्या) "ताय 

= आ--./^(यकोज्याप, + रज्यापर) ताय 

+ २./(य्कोञ्याप्प + यरल्यारप + रण्ज्याप) ताप 

यदि य = शरुकोज्यायः । र = श्रज्यायः (९) 

(९) मे .८छकोञ्यापताय = चः.८खछ््यापताप = ज 

२ कोज्याप तायत, ३.८ ज्यापतायरनः, .^ ज्याप्कोञ्याधताप=म 
दन का उत्थापन दे देवो जहा सर्वत्र पर की दोनो सीमाये पकी दै 
तो अ =आ-(त्रय~+जग)+तयः+पमयर+नरः - * * * (२) 

१३५} कठ्पना कसो क्रि क्रिसी वक्र का अयः + कयर + गरः + घय + चर + 
फ़ = ० यह समीकरण दै । इच्छा हे किं यद पता रगाचे कि यदह कौन सा वक्र है। 
यदि यह वक्र मूखचिन्दुमे भी गयादहोगातो स्पष्हैकिफ=०) कलट्ना 
कसो कि मूढविन्दु मे नदी गया दै तवफकादरोनौ पश्नोमे भागद्ेने से रुन्धिओं 
कोक्रमसे थ, कं इत्यादि मान लेने से उपर के समीकरण करा रूप 

अ यर्+कंयर~+ग॑रः +य च॑र +१=० 

जिस विन्दु का वक्रेके मूरविन्दु सै तद भुज कोटि = उसको मूखचिन्डु 

माननेसेवक्रकायुन्यन=यं +त, र=र+-द्‌ इनका उत्थापन 
अय +कयर +गर'+घय~+चर+फ=० -* .-* (१) 
इसमेदैनेसे 

अ(यैः+- स्तयं + त) +क (यैर्‌ +-यंद्‌ +रत + तद) +ग (२ +- रद्‌ + द्र) 

~ ॥ 
+-घय + घत + चर + चद + फ 
= अर्यः + रतञयं + अत + कथ॑रं + कदय + कतं +- कतदं + गर + रगद्र्‌ 
+ गदः + घय + घत + चर॑ + चद्‌ + फः 
= अयं, + क्थरं + गरः + (रत + कद ~+ धयं + (गगदं + कत + च) + प = ०... (२) 
यो फ = अत^+ कतद्‌ + घत +चद +फ) - ^, ,, . (३) 


२०६ चटराजिकटन 1 - 


~ 
“^~ 
५ 


०५ 


कस्पना कसो कि इस मे सम्भवदै किंत, ओरदकेणेसे मानद कि 
गुणक गूल्य के तुस्य ठोते हँ तो 
रत + कद्‌ +-घ्र =° ओर रगद +कत + च = ° 
_स्गघ-कच _ ओर्‌ ढ = -रथग--कथ _ 
क्ट--ऽअगं क-म 
इस छखिये निच्चय हुआ करि यदि क-छयग यह च्रूल्यके तुस्यनदहोतो 
त,द्‌कामान रेखा मान सकते है जिस पर से यं,र के गुणक द्रुह्य हो। 
पहले माने कि क--8अग यद घून्य नही दहे तोत, ठ के मान भी सान्त होगे। 
ओर तच (2) का स्प अ्य॑ः+कय॑र्‌ +गरः+फौ=० , (४) 


इन परसे त = 


___ _ _ अव यद (४) समीकरण टिखलाता दह कि धन, यद के वा, ऋण य र!के 
मान मे फल एक दी दोगा इस लिये (६) समीकरण कर वक्र का दुख मूलविन्डु 
(जिम काभु=त, को = प्रथम मूविन्दु के अभिप्राय सेहे) केन्र होगा । 
त, दके मान का उच्थापन (2) मेदठेनेसे 


1 गध + अगः +कगधघ ~ = 
फ = फ + - ~= प्या डहग 
२ छम 7 ह्मगा। 


(४) मे स्वर चिद उडादेने से 
अय +कयर + गर + फ़ = ०; ~ ~ (५ 
इस मे कल्पना करो कि मू विन्दु तो वही है परन्तु य अक्ष नया पटे य 
अश्न से प तुस्य कोण वनाने वाली रेखा को माना ओर इस पर मूर चिन्दु पर जो 
रेखा म्व होगी वह नया र अश्च माना तो इन अश्न सम्बन्धी सुज = य॑, को = र 
तो पटे अक्षम सम्बन्धी 
य = यकोठ्याय -- रज्या, र = य॑ज्याप + स्कोञ्याप, उन का उत्थापन (५) 
मे ठेनेसे 
य (अक्रोर्या च + गज्या च + कड्यावक्रोञ्याय) 
~ र (अञ्पाप + गकोर्याप--कञ्यावकरोल्याप) 
यरं { (ग -- ऋल्यापकेोज्याप + क(कोज्याव-- च्या) +पए-०, (>) 
मानल्ेकि षरं का गुणक यृन्यटैतो 
२(ग--आ)ज्यावकोच्याव + क(कोल्याप्र - ज्याय) = ° 
= (ग -- अ)ञ्यान्व + ककोच्यारप 


ट्स ट्य स्पशय प = * = = म = श १॥ 


वक्रक्षे्न का फलानयन । २०७ 


(वो दिखलाता है कि सर्वदा पका मानेला मान सकते है जिसमें यरं 
का गुणक रस्य हो) रके गुणकको शून्य कर्ने से (६) वेका रूप 
युः (अकोर्या्प + गज्याःप + कल्याधकोस्याय) 
~+ र-(ञ्याव्व + गकोर्याप्प्र--कञ्यापको्याय) + फ 

-आ्यः+कार्-पौ=-०, ~ च * * * “~ ***-* & 
जहो आ=>{अ+ग+ (अ--गकोल्यारय + कलठ्यारप ¦ 
का= > { अ+ ग-(अ--ग) कोञ्यापप्--कठ्यारेप ¦ 


। अ--ग 
रन्त॒ स्परपर = --क-- .*, कोल्यारप = र प 
+ अ-ग ॥ ९८ 1 क + (अ-ग) | 


इन का उत्थापन देने से 





ओर ज्याश्प = ए 
आच गअ +ग+\८ {क+(अ-ग) } ] 
का = [अ+ ग--\^ { कः+ (अ - ग) } | 
यर के स्वर चिह्को उडादेनेसे ओरफका भाग द्वेकर पश्चान्तयनयन से 
(<) वै का रूप -- -- य, -- -ॐ ८ = १ यह समीकरण दिखलाता है 
फ़ फ़ 
कि यदि 


> 


९) आ, का, पफ एक ही चिद के दौम तो चक्र असम्भव होगा । 

(२) यदि आ, का पकी चिह्वके हौ ओर उस से विरुद्ध चिह्वफकाहो 
तो वक्र दीर्धचत्त दोगा जिस के व्यासाद्धं कम से \८८(- क) (- )हे। 

2) यदि आ, करा विजातीय चिह्न के होतो चक्र अतिपरवख्य होगा 

८) यदि आ = का ओर एकं चिहके दौ ओर उनसे विजातीय दहो तो 
वक्र वृन्त होगा । 

८५) यदि फ = ° तो (८) वे समीकरण पर से आयः + कारः = ° दरस लिये वक्र 


क्य 


मूढचिन्दुरूप दोगा यदि आ, का एक ही चिह्न के हो ओर यदि भिन्न चिह्न के हो 


तो वक्रदो सरलरेखा रूप होगा जिन का समीकरणर = ¬-\^(-द) य यह होगा) 


उपर जो आ, काका मान ठे आधे द उन का यदि धात कसोतो 


(अ+ ग)ः--कः -(अ- ग) _ धअग-कः 


धकार 
प ए ए 


£. 
६9८ चररारिकखन । 


दस लिये यदि आ, का भिन्न भिन्न चिह्न के दोगे तो छअग-कः यदह कणा- 
त्मक होगा अन्यथा घन होगा | 

इस लिये यदि वक्र असम्भव ओर विन्दुरूप न दहो ओर चृत्तको भी एक 
धकार का दीर्भश्त्त ही समश्च जिस काकि देनो व्यासाद्धं तुद्य दै तो कट सकते 
हे कि यदि छअग-कः यह घनात्मक हो तो वक्र दीर्षव्त्त होगा यह सिद्धान्त हुआ । 
इस मे छग - कः यह जव रान्य के तुस्य होगा तव त, ओर द्‌ के मान अनन्त 
होगे इस स्थिति मे वक्र का केन्द्र अनन्त दूर पर होगा अर्थात्‌ वक्र परवख्य ठह- 
रेगा। इस मे ओर मी अनेक विचार ओर सिद्धान्त दहै जिनका वर्णन करना 
चखरारिकखन मे व्यर्थं हे । 


१३६ १९३४ प्रक्रम (२) समीकरण मे यदि पक्चान्तरानयन करो तो 
तय + समयर + नर' ~ चय ~ जर ~ (जा - आ) = ° फेला होगा 1 


उसकी यदि १३५ प्रक्रम के (१) समीक्ररण के -साथ तुना करो तो 

अन्त, रमन=्क, गन, घ =-च, च--ज, फ=--आ-भ णेस 
होगा । उस ल्य 

७अग--कः = ४तन-४मः = ४ (तन-मः) 
= (./कोज्याप्पताय) (.८^ज्याप्पताप्र)-( .८ज्यापकोल्यायताय). 

परन्तु यों दहना पश्च चतुधौध्याय के १९ चे प्रन से धनात्मक दोगा इस 
स्ये उन पाण्दलो के मूलविन्दु सव एक दीर्घवृत्त के परिधिमे होगे जो मूलवक्र 
के नियत दो स्परेरेखान्त्गत छम्ब ओर अपने चाप से तुद्य फल वनाते ह । यदि 
दख दीघर दृत के भुज कोटि को इस के केन्र से गणना करे तो उपर के भरक्रमकी 
युक्ति से य, ओर र के गुणक ब्रूल्य होगे अर्थात्‌ च = ०, ओर ज = ०। इस लिये 
अनुप्रान कर सक्ते दो पि कोई पाद्दल का मूलविन्ु पेखा भी होगा जिसमे 
च =०, ज=०] कस्पनाकरोकिअके ववे इस को पथम मूटचविन्डु माना 


तो १३४ परक्रम कं (९) समीकरण से 


॥ (= = क 
स = आ +.८श्र कोज्या (प-परोताप पेसा दोगा 


यहां वदने पन्न का दूसरा खण्ड सर्वदा धनात्मक है इस लिये आ कामान 

(स है [> थ्‌ [+ ४ = (~ (~ ४ 
खा से सवंढा अधिक दोगा । उस पर स यदह सिद्ध होता है कि जिस पाटल कं 
मूलचिन्दुसेच-०्ज~न्ोउसका फल सवसे चोखा होगा । 


वक्र क्षे का फलसानयन । २०९ 


~ ^¢ 


१२० निर्दि रम्वाई की गगरेखादै इसकाण्कञत्र ग छोटे वक्रकी 
परिधि पर ओर दूस अग्र वड्ेवक्रकी परिधि (<> 
पर धूमता है इस लिय इस तरह से गर्ग रेखा के 
धूमने से गग॑ रेखाख्य च चिन्छु सी किसी वक्र मे ग म॑ 
धूमेगा । इच्छा है कि इल व विन्दु के वत्र का 
फट ग ओर ग विन्दु के वक्रौ के फलो से जाने । 

कर्पना करो कि गव =ग, वग =ग ओर को$ परस्पर लम्वरूप अक्षो के 
चरा से यरय, र ओर यर, रःक्रमसे ग, व, ओर ग॑के अरुज कोटि दै) ग्ग 
रेखा ओर र अक्ष से उत्पन्न कोण प समशो तो चरनक्रख्न कं १९१ 
अध्याय से] 

य१ = य-गच्याप, र! = र--गकोसञ्याप । 

य. = य + ग॑स्याप, र = र +-गकोज्याप । 

इस छसिथे ताय! = ताय--गकोञ्यापताप 

यर र! ताय! = (र--गकोञ्याप) (तायथ--गकोञ्यापताप) 

= रताय--गकोल्याप्र (रताप्र + ताय) + गः कोञ्या्पताप 

दसी तरह र्तायः = रनाय + गकोऽयाप ( रताप्र + ताय ) + गकोज्या्पताप 
पदे को ग ओर दृखरे को ग से गुण कर जोड़ देने से 

ग॑ररतायः + गरः तानर= (ग~+गं) रताय + (ग + ग) गग॑कोज्या्ताय 

ग. र! ताय, +ग.८र ताय. = (ग + ग). /रताय 
+ (ग + ग) गग. /^कोञ्यापताप 


= (ग + ग). / रताय + (ग + ग) गग प्या व 


= (ग +) ./रताय + (ग + ग) गम॑ (प + साप्‌) 


यदि गगं रेखा एक वार पूरा श्रमण कर फिर अपने स्थान पर पहुंचे तो स्प 
हेकिंप, ० ओर २ ° के वीच होगा, उस खिये साध्तचलानयन से 
ग (गा)+ग (गी) = (गग) (वा) +(ग+गी) गग 7 
ग्(गा) + ग (म) 
| 
ग्भ 
चिन्दुखम्बन्धि वकर के सम्पूर्णं फ ह! 
यदिग, ग॑रेखा के अघ्र पकदी वकर की परिधि पर घूमे तो (गा) = (गी) 
१२ 





(न्‌ 
2 


= (वा) + न्गग॑, यद्ोँ (गा), (वा), (गा), क्रमसे ग, व, ग॑ 


२२९० चङराशिकटन । 


( 


(गा) = (वा) + न्गग॑ ओर (गा)- (वा) = ग्गग॑ सखये वक्र की परिधि ओर 
च चिन्दूत्पच्च चक्र की परिधि के वीच जो क्षेत्र होगा उस का फट क्गगं 
यह होगा । 

ग, ग विन्टु, घूमने के वद श्चूल कर उरटा ब्रलुभे के णेसा यदि फिर पीके 
से अपने स्थान पर पर्हेचे तो स्पष्ट है कि (गा)=० (गा) =° इसलिये 
(चा) = -न्गगं । ऋण चिह्न दिखलाता है किं जिधर गग॑ रेखा घूमती है उस से 
विर विद्या से फल उत्पन्न हुआ है! यदि घूमने के वे गग॑ रेखा ही आगे 
पीके चके तो (वा) = ० इस से सिद्धदोतादहैकि वचिन्दुसेदो तुल्य फल्देके 
देसे चक्र होगे जिन मे एक धनात्मक दख इस से उखा कणात्मक होगा । 

१३८) जिन वक्रो मे सुज का कौन फल कोटिटै च्सका जानन 
चा. र ताय इस के मान का टीक टीक पतान ठगे वरहो स्वर्पान्तश् से भुज का 
अनेक समरन खण्ड कर प्रति भागो पर छम्ब खड़ा करने से अनेक पास पासमे 
दो ढे कोटि ओर तदन्त्गत भुजखण्ड ओर यक्र की पणंज्या से समङम्ब चतुभज 
वनाकर पृथक्‌ पृथक्‌ फर साधन कर सव का योग करो तो वक्क्रे का आसन्न 
फल होगा । (धवे भक्रम से स्प है करि मुज का जितनादी अधिक विभाग कगेगे 
उतनादी सक्षम फठ दोगा । 

(१) कल्पना करो कि मुजकान खण्ड जो समान कर डाटा उसका मान 

= च ओर कोयियो कामान र र) ररर * * रनः 

तो स्पण्र टे कि जितने समलम्बचतुधँज हदोगे सभो मे आयन्त करोखियोको 
छोड ओर सव कोटियो एक वार आधार दूसरे वार मुख होगी ओर छम्ब सर्वत्र 
च यरी र्टेगा ! 


इस दिये र» रन ढो कोटिः तदन्तगंत भुजान्तर, ओर वक्र का चापदइनसे वने 
छ्वेच का आसन्न फट = च 4 स+ रल +र, + र होगा । 
2 ठ + ररर + - “ रन-3 "यह होगा 


इस पर स यट फट जानने के लिये क्रिया उत्पन्न होती दै कि आयन्त 
= क अ < ५ „=. [. [+ य (~ भ अ = क ~. 
काट क यागाद्ध म जार वाचालं सवकोयियाको जोडढठो योगको भुजलण्ड 
न्य से गुणदेने से चक्र का स्वल्पान्तर से फट होगा । 

(२) कत्पना करो करि एक एेसा परलय है जिसका मूरचिन्दु र कोटि 
कन मू, आर समीकरण र=अ+कय+गय यट टै ओर यट, वक्र 


< 


चक्र श्च का फरानयन। २९१९ 


दे र रः, र्कोस्यप्र पर होके जाता है तो र = अ--कच+गच, 
र? = अ, र = भ + कच + गच 
ओर पटी ओर तीसरी कोटि के वीच फट = 8. + कय + गय)ताय 
~ 
चः 
=य्‌ च अग 
परन्तु र” 1- रर = एर, + स्गचः इस लिये 
फट = त { र० +~ छर +र} 
अब समक्ञोकिन कामान सम है अथौत्‌ र रन कोटि के वीच भुजान्तर 
कासम विभाग कियादहै तो उपरकी युक्तिसे तीन तीन कोर्यप्र पर गये 
इए परवख्यो के फट 
त {रधर रः} +त [ रछर. +र} + { स+ धर +र. } "इत्यादि होमे 
इस चये इन सव फटी का योग 
च { र०+स्न +४(रः + रर. +" " ) + (रर रर") ] 


यह स्वस्पान्तर से वक्र का फर हुआ । 
इस पर से यह क्रिया उत्पन्न होती है कि र रन के वीच य अश्च कां समान 
माग कर कोटियो का मान जानरो फिर आद्यन्त कोयियों के योगमे चौशुना 
अवरिष्ट विपम कोटियो का योग ओर दूना वाकी कोटियो का योग मिलाकर 
तीन से भाग देदो रुन्धि को च से अर्थात्‌ दो कोटियो के वीच के अन्तर से रुण 
दो तो गुणनफलठ स्वद्पान्तर से वक्र का फर दगा । 

इस रीति को सिम्परान ने सन्‌ १७४३ मे निकाला ह इसी छिगरे इसे सिम्प- 
रान की रीति (9170]5011"5 २४८ ) कते है ( 5९८ 6110{05011"5 1112111 - 
11121681 [91586€1{8.11075 1743, 78९ € {09 ) 





इस के लिय एक उदाहरण दिखते ह! कल्पना कसे कि जिस चक्र 
ज 


कारनं तज सर यह समीकरण टै उस का फर सिम्पद्यन की सौति से 


२०= १, रन = इस के वीच में| 


नना 


+ 


यहो र०= ९ तव य=०, ओर र्न, तव य=१, मानोकिन = १० 








८द२०८८९दर. = 


¢ ९. द ३ ८२ ८ ष्‌ 


९ 


कः 





= ८००००००० 


॥॥ ४, रः १ छः =) पः १ = १ [] 
= ७२५२९७२२ रऽ= = *६७२१४७०९.४, र< = ष्म €०९.७५६ १० 


८,०० ००००० 


२९२ चररारिकल्न । 

रः = २ = ९९००९९०९ र>= = ड़ त 
र. = ग~ = -९२७०३१२९.र =-= = 

<= र २.७८ २२ "रर श्ट 
[न 

स= = ९३द्‌ 

रस च चः "५२८८६१९. र्‌ = ९ 
1. ~: 2 ९--१ 


इस स्ये र० + रन = 


सव कायोग = 


(र. + र. + र. + ) = १५. ७२७६२९३२ 


र> = 
र~ 


र 
२८ 


यो 


९ ०००००००० 


००००००० 


र ५,००००००० 
९९.००९२९.०द्‌ 
९९७८२२२९ 
८००००००० 
-5७२१७०९.० 
८८२८८६२९. 

२, ९३२ ९५७दद्‌ 


- 


-९६२५२८४५५. 
८६२०८८९६ 
७२५२९७९२ 
€ ०९.७५.९२० 


२, २६८६७९२८ 


२३ ५८१९.२.७६८ 


॥ 


२(र- +र, +र, +र.) 
(ररर ~+-र.+-र~+र) 
र. + र~ ¢ ३ 


= र. +र,-+ (र, +र +र +र +र.) + २(र-+र +रस+रट) 


चक्र रेच का फलानयन । २१३ 


4 1 दि € 
फल च र या ८५२९७५८९ स्स मयम यद £ स्थान तक ग्रहण 


करं तो ७८५२३९८ यदह सान दोगा 





परन्तु ~~ =रज्सवककाय के० ओर १९ के वीच मान मे चटानयन 
ड ध, भ, १ ताय ‡ २ १८ १५९.२६५५०... 
ठकि (द) | = ¬~ ~ ~ ४ न 0 *७८१५२। [कि । 
कं रतस खक पए / +य र) ह ९.८ 


यह दहजा इस यये यदि यहो भी दशमलव का सान ६ स्थानतक ठ तो सिस्पद्न 


(1 


की रीति से वहत ही ठीक टीक फट आया यद प्रत्यस्न देखने मे आता हे । 

(३) प्रत्येक ठो कोयियो के चीचमे जो भुजान्तरच मानादै उसेजके 
तुल्य साने ओर कस्पना करे किं णक प्रकार के परवल्य कार =+ कय + 
गथः + घयः यह समीकरण हे जो कि र र रः, र\ इन चार कोच्य्र पर होकर 
जाता है र जिसका मूटविन्दु य अश्नमे र, र< कोटियो के वीचमेदहैतो 

= अ -- ३ कज + ९ गज -- २७ घज 
रर=अ -- कज-+ गजः-- घ्रज 
रर्=अ + कज + गजः +~ घज 
र = अ + ३ कज +-९ गजः + २७ श्रजः 
इस लिये र +र = (अ +९ गज), र, +र = २ (अ+ गज) 


अ + ९ गज व, (१) 


1 


अ +गज = 


२) 
४ । 


र९ +र ४ | ४ 
न ( 


1 


अ + गजः = <~ । (१) ओर (२) को जोड़कर स्का भाग देने से 


ये + 
इख लिये एअ + दगज्ञः = 1 ४ = 


$ क [9 भ # ज 
परंतु परचलखयका र.रः कोटिसीमा से फट = ॥ (अ + कय + गय + घयरेताय 
--उज्‌ 
= देज८रअ + देगज) = उन { र. + रः +२(र, +र.) } जके स्थानमेदका 


उत्थापन देने से फल = च { र, +रः+ ३८२ +र.) } 


इसी तरह रशरशर५रः के अश्र पर गये परवख्य का- रई, र, कोटि के वीच 


२९४ चलराशिकरन । 

मे फल अव {ररः +३( +र) } इसी तरह चार चार कोस्यथ्र पर 
गये हुए परवलङ्यो के फल, उच { र< + र. + ३(र० +र<) } 
अच { र९ + र~ ३८२९० + र } इत्यादि होगे । यदि अमी चक्र के फट कों 
इन परवख्यो के फट योग तुद्य स्वर्पान्तर से मानलो तोवक्रका फल 
= अव {ररत र(र. रद्र. र +" )+ २८२१९ + रर +र.+ ); 
यह इ 1 इस पर से यह रीति उत्पन्न होती है किं आयन्त कोटि योग मे 
र, के आगे तीसरी तीसरी कोयियो कादना योग ओर वाकी कोयियोा का 


तिशुना योग मिखादो। योग कोच केड्से गुण देने से वक्रका फलः 
हो जायगा । 

इस कोमी सिम्पशन की रीति कहते है परन्तु वास्तव मे यह स्यृटन कां 
निकाखा इं हे ( 8९९ पऽ, 11€10त {217 , 7210 6 ऽत्णापाप ) 
उपर की रीतियो मे कोटि की संख्या ज्यो ज्यो वडते जायगे त्योत्यो 
फट सूक्ष्म आवेगा 1 

२३९ किसी वक्र मे सिद्ध है किय =श्रु कोज्याप, र =श्रु ज्याप इस ल्य 


1 {रः 
स्पप = = ओर तास्पप = ~ ताय __ = यतरः ताय 
कोज्या प य 


इस खिये श्र ताय = यतार -- ताय 


ओर ३| श्रुताप = ६ [ (तार -- रताय ) 


ल 


इख पर से सिद्ध होता कि ३ | शताय इस के स्थाने 
३ | तर -- रताय) इस को छेकर भी उचित सीसाके नीतर फट 
साधन कर सक्ते है । 


९४० वक्र रेखा से धिरे हण किसी श्वे के फल जानने के खये चुद्धिमानो 
ने यान्तिक विद्या के चल से यन्ब वनाय हुए है इस यन्त्र को धरातटमापक 
( गिवणा116(€ा5 ) कते है यह करई प्रकार के है उने पोप्ठेसर आभस्टटर 
(01९860ा -भााऽपृला ० इतश्पिश्णञ्लण) का सखव से खदज ओर उत्तम 
दे। इसमे दो भुज रेखे जुे टप ह कि स्वतन्न प्क धरार मे घुस सकते हे । 
पकं भुल के अत्र पर एक विन्दु स्थिर वनी हई है जिस के चासे ओर यन्त्र फिर 


वक्र क्षे का फखानयन | २१५ 


करता है इस लिये इस विन्दु को यन्बका केन्द्रं कते दहै । इस यन्व मे एक 
पिये के एेखा चक्र भी खगा हुभा हे जो दूसरे सज मे सखा हआ इस रुज पर 
छस्वरूप फिरा करता है ओर उन वक्रो के क्षे्रफल के मान मी इस मे ्ड्कित दहै 
जो किं दूसरे भुज किसी चिन्दु के चने से उत्पन्न होते है । इस चक्र की रचना 
से स्पदे कियद दूसरे सुज पर जो छम्ब है उसके गमन मान को केवर वताता 
है जिसकेन्नानसेवक्र का फर भी जान सक्ते द । 

जिस वक्र का फर जानना हो उस की परिधि के एक विन्दु पर दृसरे युज 
काक अश्र रक्खोफिरइसमे ल्गेहुप्चक्रको जो कि पले दोनो भुजौ के 
सम्पात विन्दु अपरथाक की ओर घसकाते ओर आगे बढ़ाते जाओ जिख में 
इस के साथ साथ गथ ओर अक मुज एेसा धूमे किक विन्दु अभीषवक्र की 
परिधि पर ही सर्वदा रहे इस प्रकार से जव वक्र के सव परिधि पर क विन्दु 
घूम करः फिर अपने पले स्थ्रान परः आवे उस समयः चक्राङ्कित संख्या जो 
सामनेमे दो वही वक्र का फलक समन्मना। 





इस में पटे यह दिखाते है करि सर्वदा अ विन्दु पर चक्रके स्थिर रहने 
सेजो खुम्ब के गमन का प्रमाण रोगा वही चाहे अक्रमे चक्र जह रहे सवे 
दोगा । 

करपना कयो किं चक्रका केन्द्र य विन्दु पर पर्चा ओर जव अक्तकीकं 
विन्दु चक कर वहत दी पास्लकेक विन्दु पर पर्ची उस समय यन्त के भुज 
गं, अंक रूपं हष ओर तव चक्र का केन्द्रे च॑ विन्दु पर पर्चा । अंक, अक्को 
वहत हयी पास पास समघ्ो, अ ओर व विन्दुसे अकं रेखा पर अनं, वन म्व 
ओर अ विन्दु से अक के समानान्तर अर रेखा खीचो तो अक, अव के अत्यन्त 
पास होने के कारण अन॑ = ताचा = अ स्थान से छम्ब की गति, «८ व्र = ताप, 
ओर वन = ताचा = च स्थान से छम्ब की गति, अव = ग, इस लिये 

चन = ताचा = वट + टन = ताचा + गताप 


२९६ चटसयरिकलन । 


४५4 


अव, जव क वक्र की परिधि मे धमते घूमते फिर अपने पटले स्थान पर 
पहुचे गा उख समय ताप, के जितने मान होगे सव का योग धन करण के तस्थ 
होने से शल्य हो जायगा क्योकि अक रेखा का एक ओर जितने छयुकाच से चटख्ना 
होगा फिर उतने ही ञ्चकाव से विषश्द्ध दिशामे चना होगा। इस छिये वक्र क 
चारो ओर धूमने मे यौ ताच॑ = यौ ताचा अर्थात्‌ अ चिन्डु पर चक्र के केन्र को 
स्थिर रखनेसे जो खुम्ब के गमन का प्रमाण होगा वही अकरेखामे कदी कच्छ 
रहने से होगा । 

अव कपना करो कि यतस्जके केन्द्र अथौत्‌ प्रथम युजके ग॒ चिन्दुगत 
छम्वरूप अक्ष युग्म के अभिध्रायसेक के भुज =य, कोटि =र है, ओर अग = अ, 
अक = क, ८ अगय = प, ओर करपना कसो कि अक रेखा बढाने से य अक्से 
पर कोण वनाती है तो सरलचिकोणभिति से 

य = अकोज्याप्र + ककोज्याषः, र = अञ्याप + कञ्यापः 
इस लिये ताय = --अज्याप्रताप--कज्याचःतापः, 
तार = अकोञ्यापताप + ककोज्याप, ताषः 

ओर यतार = अष्कोज्या षताष + अककोज्यापकोज्याषः तापः 
+ अककोञ्यापकोञ्यापताप + क कोज्याप^ताघः 

रताय = --अज्या पताप--अकज्यापज्यापरताषः 
--अकल्यापल्यापः ताप-कज्या प्रतापः 

इस लिये यतार--रताय = अ'ताष + अक्रकोञया( प--प्र,)तापरः 
+ अककोज्या(प--पः)ताप + कच्ताप, 

= अधताप + अककोञ्या(प--प्ररेता(प + प) + कथ्ताप, 
ओर ताचा = अन॑ = अ्जज्याअञ॑न = अतापकोज्या(प--पः) 
परन्तु प + प, = रप-(प- पः) 
इस लिये अककोज्या(प--पः)ता(प + पर्‌) 

= २अक्रकोज्या(प--पः)ताप--अककोज्या(प--पर)ता(य-- पर) 
= र्कताचा--अककोज्या(ष--पर)ता(प-- प्रः) 
इस के उत्थापन से 
यतार--रताय = अ ताप ~+ कप्ताप, । 


+ स्कताचा-अककोल्या(प्र-प)ता(प--पः) 


वक्र क्षेत्र का फटानयन । २१७ 


परन्तु १२९ प्रक्रमं से क विन्दुके श्रमण से उत्पन्न निर्दि वक्र का फल 
= ‰./^(यतार-रताय) यह होगा 

अव निर्दि चक्रके परिधि पर क विन्दु के पूरा भ्रमण करनेमे कुछ आगे 
पीछे घसकते घरूकते अक, अग पिर अपने पहले स्थान पर पहुंचंगे उस लिये 
उपर की युक्ति से .८^अ्ताय,.८ क्ताप! ; 

./^अककोर्या(पर- प) ता(य- पर) ये दत्य के तुद्य दो जागे इस लिये 
वक्र का पूया फर = ३.८ (यतार--रताय) = क. ताचा = कचा 

जहाँ चा छस्व के गमन का प्रमाण है जो कि चक्र स्वयं वतदाता 
है) इस ल्य चक्रमे पद्ठेदी सेखम्वके गमनके परमाण को क गुना कर 
अडइुन कर उरेतोजो उस समय चक्रमे अड्न की संख्यादहोगी वही वक्र का 
सश्र फठ दोगा । 

अभ्यास के लिये प्रश्च 

१। समा्िपरवलय मे जिसका य~र = १ यह समीकरण है 

यदि केन्द्राभिप्रायसे सुज, श्रुति, वक्र का चाप, इन से उत्पन्न वक्रनिभुज 
काफरन-सदहोतोसिद्धकरोकि 

इ + जस सनि 


य= ओर र = ~~ 
२ 


२ जिस वक्र का अशः= यः ( २ अ~य ) यह समीकरण दै उसका सम्पूर्ण 
फल क्या दोगा | उ० तअ 

३। जिस वक्र का य~र (अ--य) यह समीकरण है उसके चाप ओर 
असीमपथ ओर य अक्ष से वने क्षे का फल वताओ । ड० ईप्अः 

| जिस वक्र का अभ्रः = य" (क +य) यह सम्यीक्ररण है उसकी आङ्कते 


[ ^ अ + ४७ 


नीचे छिखी इ दै इसमें अकगधघ अ फन्दे का फट वताभो। 


॥ 
#ै 
151 
(1 


31 





२.५ ७अ 


"" न> = 8 
ल म द॒ इख वक्र भे भक=अ, 


१३. 


२१८ चरराशिकखन । 
अग=क ओर उसका समीकरण ग र= (यअ) (थ-क) यहे! गकं 


| 
क बीच जो फन्दा है उस का फ वता 1 ० = 
य "णग ५ 

६। यर'=४अ (२ अ-य) यद एक विख्चरी (\‰1101) का समीकरण 


< व्‌ (५ [+ [4 क 
है उसके ओर ससीमपथ के वीच श्रे का फट वताभो । 


उ० ४०्अ 
प य ऋ : > अव 
७} जस द्घन्रृत्त + ४४ च र्‌ सम्करण दे उसखक टत 
म्ञ्ः ९ ~ 
का सम्पूणं पङ क्या होगा । उ० -देन्(जम--क) 


< अक्त 
८। सद करो क जसक्ा अवय समाक्ररण श्रुप=ञअ यह दै उसक कोटं 


[3 


श्च॒त्ति ओर चाप से वने क्षो के फलो म वही सस्वन्ध होगा जो उस काट 


@ न, 


कीढोढोभश्युतियो के अन्तर में दोगा। 


१। # 


3 


९ यः+र=-२ञअ य र उस समीकरण फे वक्रमे जो एक फन्दा 


होगा उसका क्या फर होगा | यदहो अक्षीय समीकरण वनायो तों 
> अ काञ्याप ््‌ 
धर = = नवाते होगा फिर 


स्पाप~+क्ज्याप् 


व 9 पकोज्या प ताय 
‡ ० (ज्याप+कोज्याप) 


इससे जानने के लिये मानो कि स्पप-चतो 
डस का सूपस्य (० चताच उअ 


म्‌ (९~+चशैः २ 
© => 


९० सिद्ध कयो करि जिस वक्र कार (यः + अ) = गः (अ--य) यह समी- 
[4 ष ५ 
करण ह उसक्रा फट य ~= ०सेयअतकग(2-- ला २) यह हे । 
य (अ~य) 


र] ˆ = इस मि म भ, [= 
९९। र = +स समीकरणके वक्रमे जो फन्दा दोगा उसका 


क्या दोगा । उ० २ अ(१-- ड) 
शरु कोज्याप = अ्याश्प ख समीकरण के वक्र मे एक फन्देका 
फल -वताचो 1 इ स 


ह < -- उ० ~~ - ~ टा 
ट र्‌ 


5 
रम 


अभ्यास के छखिये प्रश्च। २१९ 

१६। यदि वक्रमेश्यु = (कोल्यार्प्र+ज्यार्प) तो सम्पूणं क कया 
होगा । उ० >अः 
१४। जिस चक्र का (य +र) = ध-कन्यः र" यह समीकरण हे उसके एक 


2 








फन्दे का फ वतावो । =+ 
+ ८क 
१५ जरो ( यः + र): = ययः +कः र पेखा समीकरण है उस चक्र का 
सम्पूणं फर क्या होगा । ड० (ञः +कः) 
~ यः र श | यः । र | = 
न | समीकरण 
१६८] जस वक्र का ॐ ४, छ क्त | अन + कं यह रण दह 
1 
उस का फर सम्पूणं क्या होगा ॐ दूज +क) 


(१९३०) प्रक्रम का ३ उदाहरण देखो) 

१७ जहां श्रु कोञ्याप = अकोज्या २२ प उस वक्रके फन्दे का फट वतावो 
उ० (रर) 

अ 


८ कक्तं + ककोल्याप ड 
(अकः कोषञ्याप) को ५ 


१८ यदि अत्कतोश्रु= 


म्ः न्क 
समीकरण के वक्र काक्या फर रोगा! सु 
मी ह्‌ = ् 


(~ 


१९) दो श्चत्ति ओर कणंच्छेद्‌ ( 0101010 › के चाप से चने श्रे फे फट 
का मान वताघो । जदं कणच्छेट का थरु =अ +क कोप यह समीकरण दै । 

२० दीधेवत्तके केन््रसेदोश्रतिजो दीधेतरत्तके परिधिस्थ दो चिन्डुभओ 
तकर खीची गई है उन से ओर दीघ॑डत्त फे च।पसे वने श्वेव का फट वतायो । 

२९ परवख्य का चाप ओर रिरःस्थानसरेदो श्रुति दनसे वने क्षेका 
फर कैसा दोगा । 

२२९ यदि चक्र का समीकरण श्रु = अ(छेप + स्पय) ओर इस फे असीम- 
पथ का समीकरण श्रु कोज्याप =२य यहो तौ वक्र ओर असीमपथके भीतर 
का श्षेजफर क्या दोगा । 

२९ सिद्ध कयो कि श्रु =अ (१२ कोञ्याप) इस समीकरण के वक्र का 


४९ २ ` र भ ५, [> 
सम्पूणं एक अ [र्न + १९. | यह ओर इस के भीतस फन्दे का फक 





२२० चरस डाकल्न 1 
^३ ` 
| | २, २ | यह द्योगा । 


२५ लघुसिकिथिक सपि मेदो श्रुति ओर चापसे वनेष्े का फट 
चतारो 1 


न्घ यहि वक्र की भ्रति श्र. मूट्विन्दुसे कसी स्परारेखा पर पड़ 
ख्म्व क्रा सान ल ओर ख दम्ब ओर नियत रेखा से उत्पच्च कोणप. आरः 
सीश्भेतवक्र का ्तम्बरूगं फलस ओरञ्सकं सीमित पाडठटक्रा सम्पूणं फट 
सोत स्डक्यो किरू!=स+३.८श्रः ताग जँ वक्र ओर पाट्ठख 


~ = 


काएक दी मूलचन्दुटे। 


क [ क द्‌ [९ [> [3 वीरभ 
सिद्ध करे क्र पाटल का मूख स्थान द्रीधे.त्तके भीतर दी दीघंटच 
के चन्र सेगद्यी पर है उरक्ा सम्पूणं प्ट = .^८ (आ +क+गं ) यह 


२८ श्रु = कोठ्यानव ~+ कजञ्यानप इस सम्भरण क चक्रः म एक एन्द्‌ का 
फल वतावा ! उ० त (+कः) 
२९। श्चुः = अ कोल्यानप्र + क ज्यानप इस समीकरण केच््रमप्क फः 

ट ) 
क्रा फट वतावो । ० +~ - 


२० अगर" = य'(अ-य) चस समीकरण के वक्रः का सम्पण फट 


क्वा होगा। भ -<- 





३९] श्र = अक्राज्यानप इस सम्मीच्रण के वक्र में पक फर क्या फट 


चतावेो छ 


दा श्रु = अल्यानप स समीकरण के चक्र मे सव फन्ठो का 





फट वतावो । -अ- _ _ 
~ यदि न विषम 


अभ्यास के लिये पश्च । २२१ 


[3 भ, पधं 
करग तुस्य कार उन पर एक वक्र रेखा कर दिया । इस से ओर दीधेवरत्त की 
परिधि से उत्पन्न जो क्षेच इ उसका एल वतावो । 


उत्तर ग्ग (रक ~+ग) 
५९ ४७ £ 
जां क = दीधेत्रुत्त को घुभ्यासाद्ध्‌ । 
३९ श्रुम = अम कोञ्यामप उस समीकरण के चक्रमे एक फन्दे का फड 
[न (5 [+ [^ [4 [4 थ है वैसे 
यदि आ ओर वक्रके मूलचिन्दुदही इस के पाददल की मूखविन्दु जरो है वेसे 
पाददट का सम्पूण फट आ? तो सिद्धं करो कि 
३५ नाभि से जो परवख्य मे दो धरति्यो हो उन से ओर परवल्य के चाप 
से जो क्षे वना उसका फर सिद्ध कये कि । 


प 1 = 1 च 
{ (च+) -(¶+ र) | 
चे प: < 


ज्य परवस्य की कोटि र=\८ ४ञअयं ओर परवख्य के चाप की 
पू्णज्या ग हे । 

२६ दीर्ध्रृत्त के पेन न से बृहद्घ्यासाद्धं स जो वत्त वनाया गया 
उसको सहायक वृत्त कटो ओर न को नाभि । दीर्धृत्त की परिधि 
मे व विन्दुं लेकर इख के कोटि को अपनी सरू मे वदा कर मानोकि 
सहायक दत्त की परिधिमे पचिन्दु पर खगी, ओर दीधेचृत्त के व्यासाद्धग्र 
अ अक्षमेअ विन्दु पर मानो तोयदि८अनपन्जती सिद्ध करो कि अनाव 
दीधेचरत्तखण्ड का फर = -> (ज--इ्याज) यह दोगा | 
जटा अ, क बृदद्घुव्यासाद्धं हे । 

३७1 ४अ"रः = कष्य (अ-- रय) इस समीकरण के वक्र मे फष्दे का 


फट चवतावो ) ० ह 


[क प 


३८ जिन दो वक्रं के रध्य = ० य-छयर = ०ये समीकरण दहै 


७९ २ 
उनके चापो से चने क्षे का फर चतावो । ० = 


३९ जिसचक्रका रन्ग ज्या्ुखान्याय्‌ यह समीकरण है उसका 
फट० से केकर अन्तकयके मानम क्याहोगा] , .उ० अग (९-लसार) 


२२२ चटसयाजिकटन 
०} जिस चन्त ऋ अथः +र्कथर + गर =? यह समीकरण दे 


उनका फट स्या दोगा । (व) 

(९२९८ पक्रम का अन्तिम वाक्य देखो) 

२! जिख वत्रत्त का अयः + २कयर + गरः + सचय + स्वर + फ = ० यह 
समीकरण हे उसच्छा प्रेचफङ सया ठोगा । 
स: (अच ~ गघ + फक -> चजक-अगफ) 
(अग-क)$ 

8२} जिस चक्र का ४ रज ~+-य)-८अर(अ-य) + २ (अ~य) =° 

चह समीकरण है उसका सम्पूणं एल स्या दोगा । = उ० अ 7 { ४- “तः 





} 
1 
23 केर्छ से दीर््वरत्त की कोटियो पर वते अद्ध॑न्रन्त पर स्पछरेखा कर देने 
खे स्परो विन्डुभओ पर जानेवाटा जो वक्र हो उसक्रा फर च्या होगा ! 
[> ^ य (श ि स 
दीधेच्त्त का समीकरणं अ+ ल =९ यड ह 


ॐ वक्र का अश्चीय समीकरण दीर्धचृत्त के मेको 





भ्रवस्थाचमानन् = = 
ध च ~+भध्यस्पज= 
अर फल = ०८(अ >€ क) 
२८२९अ + क) ४ 


कि 


४ जिख पर्य का र = ४अथ यह समीकरण है उसके भीतर स्थिर 
(२ ग) पृणंच्या धघुमती डे । उसके दोनो श्रान्तो पर परवख्यमे जो ढो स्पररेखा 
उने योगविन्दु के गमन से जो वक्र दोगा उसके ओर परवख्य के भीतर 


८५ 


सखमच्र फर क्या दोगा 1 ड० र 
( परवख्य क तियैकरथुजकोटि का समीकरण देखो ) 


०३ न्त 


2 णक डके ने सात दाथ उंडेके ठोनारिरय को एक सीर्घवत्त की 
परिधि पर रखकर चारा ओर घछुमाने खगा । उस ङडे फे वीच मे नीचे एक 
ले कौ नेखडार कीट खी शी 1 इसके कारण डे के चारो ओर धूम जाने से 
दी्ेतरत्त के भीतर एक नया चक्र वन गया । टङ्क ने ैखकर अपने गुख्सेजो 


|. 


कि उसे हिसाव पदाता धा पृद्धा करि गुस्जी दीर्घ्॑त्त ओर नये वक्र के मीतर एक 


५१) 


अभ्यास के लिये प्रश्च। २२२ 


वर्गदस्त पत्थर की कितनी पटिथा फर के लये खगेगी । वत्ता गुख्ने कच्चा 
उन्तर दिया । यदो चृद्व्यास १७ हाथ का समञ्नो । 
यदि व्यास परिधि का सम्बन्ध उटु- मानो तो पत्थर के पयिये की 
संख्या २८१ 


इति सक्तसाध्याय । 


२२४ चङयरिकटखन । 
अथ अण्रमाध्याय। 


चक्र के पृष्टफर ओर घनरु का आनयन । 


9० 


१५९) कट्पना करो करि अर, अथ छम्बरूप अश्च, आ स्थिरविन्टु 

र चा=आवः व चिन्दुका मु 
=य, कोर दै! ब के पासं 

र प प॒ एक ओर विन्दु छो ओर 

साच्पवक्र को अ य अक्ष के 

चासे ओर घुमादो तो एक 

घनस्ेच वन जायगा जिसके 

हि आव चाप के घूमने से जो 
पृष्फल होगा उसके गति का 


~अ मनं य 

्ि (> „भ भ ता 1 चन [-} 1 
सम्बन्ध चाप के गति के चदा स= २ (चखनकखनं का १६० वों 
क्रम देखो) 

इस ल्यि पृ= | स्प्रताचा “ - * 


इसी तर सेषृ | रप्र तच ताय - (२) 


पृ ।। सप्र ~ तार . @ 
पृ = ॥| २्स्ताचा= [प र -व ताप [२ (प्श्रज्या प-गच ताप(४) 


ज ताचा = ५८4 +| ताश्रु 11 


ताव 


किसी स्थान मे पृष्टफट के छियिे इन चासते समीकर्णो मे से गणितटाघव 
समद्र कर पक को चुन सकते हो । जहो सहज मे र, चाप के फर रूपमे था 


तच. सहजमे सर्के फलटरूपमे आ सके वहीं 


सके वो (९) पटे को जो 
(३) को ओर जर्टो क्छीयसमीकरण माम दा वो (४) को ठे सकते दो । 


(9 


~ (~ [द्‌ क [= 
प्रायः (२) वहत दी कामका दे क्योकि चक्र के समीकरण से र ओर 


चक्र फे प्ृष्टफर ओर घनफल का आनयन । २२५ 


+ 


शन दोन धराय; सहजम य के फठष्प मे आजत ह इस दिर इसी को वहुधा 


व्‌ 
भ. 


लेग रेते हे। 
प्रत्येक समीकरण से उचित सीमा के भीतरचाप से वने प्षटका फट 
मादरम रो जायमा । 
` १४२] अयक्ष से अदृरी पर अय के समानान्तर अयके चासे 
(१ 


ओर यदि एक अपरिमित रेखा धूमे तो स्पष्ट दै कि समतरमस्तकरूप 
पक राद्धः वन जायगा इस खिये य> य, भुज के भीनर इस राध का पृष 


फल (२) समीकरण छेने से (र = अ, च! ५ १ (कए) = ६) 


५. मअ ताथ =२>अ (यरय) यह होगा। 

य 

इस से यह सिद्धदोता हैकि इस शद्भके आधार परिधिको ऊचाैके 
अन्तर से गुण देने से दोनो उचादया के भीतर का पृषटफर दो जायगा । 

१७३ अ चिन्दु पर अय अक्सरे अ तुस्य कोण बनाने वाटी रेखा यदि 
अयकेचासे ओर घूमे तो स्पष्ट हे कि समसूची का पृष्ठ उत्पन्न हो जायगा जरो 
किसी चिन्दुकाभु=ययरको=र-यस्पञअ 


इस कियाय = ५८ 8 (तायं) "} = \८ (९ + स्प) = छे अ । 


ताय 
दख लिये १४९१ प्रक्रम का (२) समीकरण सेने से 
= रम [स्प अकेअयताय=ग्स्पनेअयः+स्थि 

ओर य, यः फे भीतर प्ृष्ठफछ = ° स्प अ छे अ (य--यः) यही प्ृषटकल 
घनक्षेच का भी दोगा जिसे भास्कराचाप्रे ने अपनी लीलावती मे वापी स्त्र 
कहा हे । 

दस मे यदि य, =° ओर मूखस्थानसे यः दूरी परअ य क्च पर ठम्बरूप 
धयत से सूचीपृष्टलू्रो को कारं तो कटे इए परिधि का व्यासाद्धं=चि= 
यर स्प उसयिये समसूच्याकारराद्क का पृष्ठफल = ्कोक़ेभतिः इसी में 
यदि परिधिन्पन्यग् त्रि ओर सूत्री का पृष्ठसूञ्नपरसू-कोके अक्रि 


तो पृषटफट = १ । इस का साधन हमने अपने चलनकटनके १५९ पक्रम 


५ 


मे केव क्षे्रथुक्ति दी से किया 
१४७ 


। 


प 


२२९६ चखसयहिकन । 


१४४। गो कौ पृषटफर का आनयन । 
कस्पना करो कि वत्त का समीकरण रः= अभ्-भ्यह है ओर यह 


ध 


[त ४० ् =. ताग 
चृत्तय अक्ष दे चारो ओर घूमकर एक गोरं को बनाया देतो ए = ~ 


< 


¢ 
= 


1 ५ य_|_ 
४: 2, ताय =^ ६ | -य र 


इस छिये १४१ प्रकम का (२) समीकरण छेने से 
पु रग  [स्ताय = रम | ताय नर्य त+स्थि 


कल्पना कशो कि मूलचिन्दु से यय. दूरी पर य अक्ष पर छस्व 
जोदो धरातल उनसे गो को काटा तो कटे हए खण्ड का प्ृष्ठफट 
=२ण्अ (यस्यः) = प (यरय), ( यदिप गोर की परिधि।) इं पर 
से सि होता है कि कटे खण्ड का पृष्ठफल य.--यः इसके अर्थात्‌ उसके उचा 
के वासे घटता बढ़ता है अर्थात्‌ खण्डो की चादयो मे जो सम्बन्ध हे वरी 
उनके पृष्टफर मे सम्वभ्य होता ह । 


यदो चदिय=अ ओर य९= -अतो गोका समग्र पृष्टफरु=४न्यः 
= ४५८ चृत्तफर 


अधीत चत्त के फर को चार गुना कर देने से चृत्तसे वते गो का पृष्टफल 
दोता ह । भारतवर्षं मे सव से पटछे इस गोट कै पृष्ठफट को भास्कराचार्य ने 
निकाला है ओर ययपि उन से इख की स्वी उपपत्ति न हक तथापि गोर का 
बहुत सा खण्ड कर ओर प्रत्येक खण्डो का फट साधन कर उनके योग पर से 


र [> (~ ह ध 
अरखकर स सचा हा पृष्टकरु निकाला ओर हुने जो अयुद्ध प्ष्ठफखे का स।धन 


किया था उसका खण्डन किया 1 


£ मे [3 
भास्कसचाय ने अपने गोखाध्याय मे यद भी- दिलाया हे कि भोरे 


0 र भ, , भ [9 
वात्य क आध काव्यास्त मान पक कपड़े का चत्त वनाया जाय ओर इस से यदि 
गोट को ढोके तो गोर का आधे से अधिक खण्ड 

कि 
षे चन्त का ओ फ उसके दूने से गोर का पृष्ठफट अद्य ही होगा भौर गणित 
> = ^ नो 
स प्द्चय दे किं गो के वृत्त फे फल से कपडे के चन्त का टूना फक पांच गुना 
कं आसन्न हे ट्स व्ये उत्तकेफलट को पच गुना करने से युणनपफख गो कं 
पृषटप्ल सं अधिक होगा इस लिये टल्टने जो अपने गणित च्खिादै किं 


देक जाता है रस दछिये कपड्‌ 


वक्र का पृष्टफटानयन । २२७ 
(खत्तफठं परिधिध्नं समन्ततो मवति गोखपृष्टफलम्‌) बुत्तफट को परिधि से गुण 
देने से पृष्टफल होता है यद बहुत ही अग्ुद्ध है । 

२४५] बहद्व्यास के चायो ओर दीघ्त्तके धूमने से जो घनक्नेच हो उसको 
दीधेगोर को तो इस के पृष्टफल के आनयन के दिये कल्पना करो कि दीर्धवत्त 
का समीकरण अष्टः + क्यः = अनक यह है 

तो यद्य -वार ~ -कय जर तचा | | 

ता यहु तारं आर ~ ^ (4 अग 


~ क(\८ (अभ-द्ष्यः) 


अर 
इस लिये ९४९ परक्रम के (२) समीकरण से 

४ || ९८ (अइ यः) ताय = - =| ९ (--- -यः) ताय (१) 
7कृद्‌ १ द्य 

(२८ [श्‌ -य] गव्य] 


यदि ०अके भीतरयके मानें पृषटफलका साचनःकरे तो दीधैगोर 


~= 











2 ल्या 
का आधा पृष्टफल = एयक {५८((-&) +य } 


( वीधैवरत्तलक्षण देखो ) 
यदि यः) य१ के भीतर चलखानयन करं तो (९) से 


स (य अः ६ 
~ 1 ~> - य) ताय 
ब ॥ य ५८ ( ध ) ॥ 


[द्‌ = ^~ श [९ स ९ 
यह दिखलाता हे किं जिख दीर्घ॑चत्त का-> छृद्‌ब्यासादध ओर क ठधु्यास्टं 


है उखका यर, य\ सम्बन्धि द्विगुण कोचियो के भीतर जो खण्ड है उसे "पसे गुण 
देने से यरय सुज सम्बन्धि अपने दीधंचत्त का पृष्ठफल दो जायगा । 

इसी तरद यदि दीधेशरत्त लघ्ुव्यासं के चासो ओर घूम कर घनश्चेच बनावे तो 
उसका पृष्ठफकरु भुज ओर कोटि को वदल देने से 


पू ५१। य ताचा = प्प || [ज त | च्तार 
= सए र| [र + उ | तार 


*५~ 


२२८ चख्यशिकरन । 


ह ~ ९८ (र ९) + ङ््ला [२५५८ र +|) 


अद्र + ९८ (अइष्रः +- क) 
अच्‌ 


०क के वीच मे चलानयन कस्ने से ओर उसको दूना करदेने से 


= > त (अन्ड + क)र + + खा 


समच पृषठफल = रग्न + न (द खा द 


यदि य - ध 
अं क 
साधन करो तोस्पष्ट दोगा कि इस फर सेम गुना उपर के धनक्षेत् का 


य, य> मुजखम्बन्धी पृषटफर होगा । 





=१९ इस अतिपरवलख्य का य यः के -भीतर फट 


१४६। परवख्य का चाप य अक्ष के चारो ओर घूम कर जो धनक्षेत्र वनात 
हे उसके पृफर का आनयन । 
कर्पना कणे कि परवलखय का समीकरण रः = ४अय यह दहै तो 
तार _२अ ताचा ५ ध 


तप्य ` रं ञं 
अ म्‌ 
५८७ प) इस लिये १७२ प्रक्रम के (२) समीकरण से 


पु [२ गर तावा तार 





२\८(७अ' +र) तार 


3 
रद 











3 
= -प्र ४ अ'+रः)र+-खि 


= ॐ. 
०, ओर र\ के भीतर प्रृ्टफर = दभ 1 (अः + र) :--८अय 


१९७ कातन्वरी { (21९1121 ) का पृष्टफडछानयन । 


य्‌ य 
इसका र=१(द६ +इ 7") यद समीकरण है 


(~ ५ ५ त्रः य्‌. क 
ओर जदो य = ° वो से गणना करने से चा=२(दन- इग) 


(ऽर्र्वो भरकम देखो) इख चयि यदि य अक्ष फे चासि ओर वक्र के घूमने से 
घ्नक्षेत्र चना दो तो उसका पृष्टफख १४९ धक्रम के (२) समीकरण से 


चक्र का पृषठफरानंयन । २२९ 
[२ र तायं ताय यह होगा परन्तु यदं वक्र के खक्षण से 


२ गः / -न्य = र र 
र (इगं + क २) = ----(इन -२+इ न +) =चाः+ग 


ताचा ~ तार -च- 


(~ र्‌ य॒ 
इस लिये र तार=चा ताचा। नु = -तामौरतय = २८(६य-इ- य) 


ताचा_ र्‌ 


ताय `` ग । 


चा (~ 
= इस लिये 


4 स्य॒ र्य 
.- 27 ग 
पु = ६ ५111 ताय ण्ण {स्शाष ध्य द ॥ (इ ग्‌ ~ टर ग्‌ { २)ताय 
कग |ˆ स्य॒ स्य गथा रय रय 
(इ +इ + रताय = छ (इग -इ १)+गन्य 
=» (रचा~+गय) 


इस से यह सिद्ध होता है कि चापओर कोटिके घातमे ग गुणित सुज्ञ 
जोड़ कर उसको व्यास मानो तो इस व्यास पर सेजो परिधि हो बही कात- 
न्वी घनक्षेच का परष्टफठ दोगा 


इसी स्थानम यदि र अक्चके चारो ओर घूमने से घनक्षे् वनारहो तो 
पष्टठफट = 


1 अ थः 
= 7८/ य(इग +इ` गे) ताय 


२7 [य ताचा=र्ग 1 





यर ताय 
ग 
य्‌ थ्‌ य यु 
परन्तु | यद † ताय = गयडई ` -- ग | इ † ताय = गथ य -गष्टर मं 
व क भ ४ 
ओर [चद ¶ ताय = -गयद्‌ “ +ग इ ` गताव = -गयश् ग 
८ 
- ग्ट ग खण्डचदलानयन से। 
इस लिये 
ते व [ब ए 
० य के बीचमें घु = यड्‌ गताय ~+ यड्‌ गताय 
© © 


क व 
= १८ (गयद्र्‌ म --गद्धग +गः - गयेड्‌ म ~-गद्ध ग +ग) 


२३० चरररिकटन । 
य॒ य य॒ - य 
= स { गर+-य[ग(द न -इ ` गग ग +इ ` ग) } ५२ 
= २ 7 (गः + यचा--गर) । 

१४८। कर्णना कसे कि कवपग पच॑ क एक देखा सीमितवक्र है जिस का 
कशं रेख्ग़ के दोन ओर तुस्य अवयव 
है । कग रेखा अयः अश्च के समानान्तर 
ओर अय अश्च क्षे के वाहर हे । 

अय अष्चके चारो ओर इस क्षेत्र के 
घूमने से जो घनक्षेच होगा उख का 





पृष्ठकं १४१ पकम से यदि व, प ओर 


9 ८ । ~ | < 
न वे व॑प॑को बहती णस पास समन्नो 
ओर अय अपर वन क्म्बको र,व॑न छ्म्बको स्थर क मके दोनो 


भ 


ओर सद तरह से क्षे के समान भाग होने से वप चापचव॑पं च्य दो 
रप (र +र) ताचा = ४१क ताचा ययो क = तन दसं छिये यदि 
[3 [अ [अ १ 1 1 “ 
खमग्र चक्र की टस्वाई अथीत्‌ परिधि कवपगपव क का मान संचो तो सस्र 
पृष्फल = रप > संचा । 
दख से यद सिद्ध दोता है किेसेष्छेो का प्ृष्ठफल उनके परिधि रथ 
अष से खमानान्तर रेखा का अन्तर जो हो उस को व्यासाद्धं मानने से जो वच्च 
खी परिधिहो र्न के घातके तुस्य होता है। । 
स [९ [१ > २ २ भ 
ससे यदि वृत्त का समीकरण (य--च) + (र-सो--गः = ° एेखा हो तो 
< (~ [र्का „९ रोगी 
स्पण्रहेकिय अश्च के खमानान्तर केन्द्रगामिनीरेखा जो दोणी उस काय अक्ष 
से अन्तर ज होगा इल लिये य अष्ट के चासे ओर चत्त ॐ धूस्ने से गोलयुद्रिका 
होगी उस का प्रषटफट = गोरपरिधि > ज व्यासाद्धं की परिधि = सप्ग > श्प्ज 
यदो यदि १०२ प्रक्रम से खमानान्तर रेखा के ऊपर माम का पृष्टफ् 
साधनक्सोतो प = र [ज + \^ { ग (य--च)ः } ]ताचा 


= 1 ञ ताजा + स्न [९८ { य (य--च)} तत्वा 


चक्र का पृष्ठफटानयन । २३९१ 


= रग्ञेचा + २ | ^^ { ग~-(य--च) ¦ ताचा = रग्जचा + रम्यय 

टघ्ुरूप करने से। 

इसी प्रकार रेख के सीचे के भाग क्रा पृष्फल = रग्जसा--रेग्गय 
रला होगा । 

इख छखिये समध्र घनफलठ = रन्ज ९ स्वा = दग्ग्डम गोप 

१७९ जिस चक्र का अक्षीय ससीकरण श्रु = (१ + कोज्याष ) य्ह 
है, ष्थिर रेखा के चायो ओर उस के धूमने से जो घनक्षेतर दोगा उस के पृष्टफल 
का ज्ञान करनादहो तो १४१वे घक्रम के (४) समीकरण से 


प= रग || श्ुज्याष च = ताष । 
ताचा __ ताश्च क दोर (क 
परन्तु ताम = \८ 1 शु + | तत | } = अ\८^ { (१ + कोज्याप) + ज्याच } 
~ = अ\^(२+ स्कोञ्याप) = २अ कोज्या 


हसं लिये पृ =७ग्ः | १ + कोल्याष)कोञ्यप्ुञ्यात्र ताव 
ग्र &. 
= १६ ५01 कोज्या" एृल्यापृताप्र = - वको ¶+स्ि। 
2 

०, प्के सीतरप्र के मानमे समर घनक्षेत्र का पृष्ठफर= ~ 

१५०} करपना करो कि परस्पर छम्वरूप तीन धयतटखो के योग रेखाभो के 
चरा से किसी धनक्षे् के पृष्ठ काफय, र, क) = ° यदह समीकरण है (रथाँ 
प्रकरेमदेखो) तो दस पर सेस्पण्रटेकि 
ख = फा (यःर) रेखा होग।( । जिस पृष्ठविन्दु काथुन्य,को=र,शं=खहैउस 
विन्दु पर घनक्छैच मे स्परांधयतल करमे की इच्छा है| 

स्पशेधरातछ उसे कदते दैः जिस के ओर चक्र के पृष्ठ के बीच दूसरा धरातठ 
न बन सके । इस घरात के जानने के लिये पटहे साधारण किसी धात का 
समीकरण वनाति ह । 

करपना करो कि किसी दण्यरातख मे प कोद चिन्दु है जिलके श्करका 


मू यर धरातल मेम ओर यर धरत ओर इट धरातल की योगरेखा 
कंग हे। 


२३२ चयारिकटन । 


म विन्दुखे अय ओर अर अश्च पर क्रमसे मन, मत रम्ब डाल करवा 
दो ओर मानखोकिकग रेखा मे इनदोनौ कम्बो का योग न॑, ओर तं 
विन्दु में द। 

पचिन्दुसेकगरेखा पर छम्ब पर हे। 





अव यहां घनक्षेनमिति से रां=ल=पम, ञु=य=अन ओर कोटि= 
र=मन। ८ मम्रप =यर धरातङ ओर इधरातल से उत्पन्न कोण =, 
< कक; ८ग=ग। 
नग = अग-उ्न = अग--य `. नन॑ = नग कोस्प न॑ = (अग-य) कोस्पक 
ओर न॑म = न॑न~मन = (अग--य) कोर्पक--र " मम॑ = न॑म ज्यान 
= (अग -य) कोञ्याक--रज्याक परन्तु मम॑ = पम कोस्प ८ पभम 
= ठकोस्पद्‌ । इस खये 
( अग-य )कोज्याक-रञ्याक = अगञ्याग--यज्याग--रज्याक = ङकोस्पद 
वा य ज्याग + रज्या + ठककोस्पद--अगञयाग-०, . श ~ 
इस मे ज्याग, ज्या, कोस्पद्‌, ओर--अगज्याग इन स्थिराङ्कौ को इन के 


मदत्तमापवत्तन से भागदे कर इनके स्थान भे क्रमसे आ, का, खा, गाका 
उत्थापन देवो तो धरातट का समीकरण 


~ 


आथ +कार+खाङ-+-गा=० ~ (२) यह हुभा 
करपना करो किं पृष्के उस विन्दु पर गये घरात का समीकरण 


जायग{कार+सखालट+गा=० यहे तो चख के दृसरे चिन्दुके भुय, 
को=रः+शं=खंसरे यं-+कार्‌+खाद+गा-० एसा समीकरण दोगा । 


लिये 


इस लिये दोना के अन्तर से आ(य॑--प) + का(८--ग) + खा(ल--ख) = ° 


वक्र का पृषटफलानयन । 


त इसच्ये छल = जी ^य~+का ^ रजर्हाः भा _ ! 
नि। 
परन्तुय+ ^ य, 


तार तार 
= ठ + य+ ----^\ र 
ताय ॥ि त 


+ २ र्ट ( ^ य) +२-ताट 


र # म @ ४ 
ताय ताद ^ य ^ र+ तारू (^ ! + 
(चख्नकटन का द<वां भक्रम देखो) इस लिये भनस्षे् के पृटके राङ्कमें 
धरातल के शङ्क को घटा देने से 


तार _ 
तायं ` आ) ^ य+ ( --=का) ^र 


ताष्ट ताष्ट 
य): +-२ ^ य ८२. 
ताय (य) ताय तार ^ 

यर धरातल मे जिन प्चन्दुजा का य, र ओर्‌ य+ ^^ य 
दै उन पर गरैरेखा य अश्च से 


यदद्‌ च कोण बनावे तो ^ र 
इन का उत्थापन देने से 


1 ताद । 
1 ताथ य॑ | ॥ तारं ` भ्ण स्प / ^य 
ताश्ट ताष्ट २ | (८^य) | 
न शकक न्‌ आमन 
४ ताय प्त तारं सपव ४ 


(८.4 


र +^ र भुजकोटि 
यस्पवर अन्तर मे 


इस लिये 


1 
अ _† तार । | | तारे । | 
<^्य | ताय ॥ च 
ताष्ट ताश्ट ॥ ६ ॥ ^\य 
----~-> ~ 7-----र व + यि 

तायः तायत्तार रस्म 


यह समीकरण दिखलखातां हेकि/^ य अत्यस्प छेन सेअ _ यह 
त 


ताय -आ)+ (च _ का १स्पव इसके ठल्य हो सक्तादहै इसमें यदि 
ताल 1 
- ताय अभ 4. 
^य, ^ रपेसेटौ किस्प = -तक---तो स्यटष्ेकि पक दरा में 
--~-का 


तार 
पस्मास्प अन्तर शून्य के लगभग होगा । 


रन्तु यदि -र = अ ओर -ताल 


२३४ चरुररिकखन । 


ओर उस का समीकस्ण ग, का फे स्थान मे पण त का उत्थापन देने से 
लं = तर (य--य) + 7 (रर) यह होगा - ३) 


(९) समीकरण का रूपान्तर करने से 

ल~=अगस्पडइज्या ग--यस्पदइज्याग-रस्पद्ज्याक 
ओरलं-अगस्पद्‌ञ्याग--यस्पदडव्याग-र॑ंस्पदइसञ्याक 
इस स्यि क-ख = -स्पद ज्याग (यं-य)-स्पड्‌ ज्या क(र--र), (४) 
(२) ओर (४) का तुना करने से 


त ~) ग्‌ चा ~ ९ ~| (4 न 
ताय --स्पर्‌ञ्याग, तार = स्पडजञ्याक = ~ स्पहक(ज्याग 
~ नान तलि र 
इस चयि ( शः त ) न 
> ५ तार तार पि 
इस लिये छे६=\८ {११ (नय) + (तार) ) (५) 


म यो पर घनक्नेच्रमिति के सिद्धान्तो का वणैन नही करता ह किन्तु घन- ` 
केचमिति के वरु से कुछ चख्रारि के सिद्धान्त को दिखाया चाहता हँ । हिन्दी 
भाषा मे घनक्षे मिति के न होने से उप्रयोगी सिद्धान्तो का कुछ वणन कर दिया 
दे । डिमागेन (12611018 ) खाहव ने चटनकलन ओर चलसरिकलन के 
९५ वे अध्याय मे इस विपय पर वहुत वढ़ाकर छिखा है । चटखसरिकटन मे घनः 
के्मिति के सिद्धान्तो का छिखना यै अनावद्यक समस्ता हं । 

५१। कर्पना करो करि यर घरात सरे जे, इषएधरातख इ तुल्य कोण 
वनाताहेउस्मेखपवमभमतदधखप्क कोर क्चे्र है उसके सीमा के प्रति 
विन्दु से यर धरातल पर 
स्व डाख छस्वमूढो मे 
रेखा कर देने से यर धरः 
तक मे एक नथा क्षेत 
खःपःचरद्च॑,पखः उत्पन्न 
हआ उस्रं का फर जानना 
टो तो पदछेष्ेचमे कोः 
ख विन्दु छेक धगातलो के 
योगस्खा क णके समा 
नान्तर खदरेखा खीचो । 
स्सक्राच़्ोरादछोटा च के समान वहतसा'चिमाग कर प्रति भार्गो पर पपः 





वक्र का पृष्टफएखानयन । २३५ 


वव, मथ, इत्यादि छम्ब खडा कर दो इख तरह से इस ष्ैत्र का समानरम्ब- 
चतु्ुज रूप बहुत खण्ड हो गये जिन मे किसी एक पप॑वंव चतु्भुन 


| पय + चच 


का फट | ओर उस चतु्ुंज कफे चबशसं यर धरातटमे 


४५ 


॥ 
नये श्रे मे भी लमभ्वमूल के वशा से एक समान छम्ब पप्य चतुषरज 
उत्पन्न सगा जिस मे पः प९= कोज्या प प॑, च्यः = कल्या ववं ओर 


४३ 


इख मे कप्य मान व्ही च के तस्य होगा उख लिये इस का फ 
॥ 1 1 | 
= च[ ५ | = ख | -"'3व 4 स | कोज्या इ = परे चतुभज का 


फट > कोज्या इ ॥ इसी तरह सव पदे चतुभज फ फट को कोज्याई से युण देने 
से नयेक्रेच के चतुभैजा का सव फर होगा इस लिये सच चतुभुजो का योग नये 
छेच का फ = पठे केच के चतुभज क)। योग > कोञ्याद = पहले शेन का 
फट > कोञ्यार्‌ । 


इस से यह सिद्धः होता है कि जिस धरातल मे जो कोड श्रे हो उसके प्रान्त 
से दृखरे धरातर मे रम्ब डाक इस क्षे को दूसरे घरात मे परिगामन करे तो 
परिणत श्रेच का फट पटले क्षेत्र के फ को धरतो के दुका की कोरिज्यासे 
शण देते से होगा 1 
श्यना कपना कसे कि किसी घनक्षेच के पृष्टठका फ (यर, ख) =° 
यह समीकग्णद्े। पृषकेप चिन्दुका भुय, को=र,-श~ख्ओौरस प 
विन्दुके बुतदही पाल जोव चिन्दुदहै उसकासु=य~+ ^५य,को= र+ /\र, 
ठां=-ख+ ^) प, विन्दु पर एक स्पशेधरातर वना लो ओर प आरव 
विन्दसे ल्गा करय छः, र क, धरतो के समानान्तर धरातल को 
चनायो तो समानान्तर धरसातलो से जो स्पंघरातर मे अवयव उत्पन्न 
दुआ उसके प्रान्त सं य र `धरातरु पर यदिं कम्ब उेतो उस का 
परिणत रूप एक आयत्त होगा जिसका युज = ^+य, को ^\र इस लिये 
^य > /\र 

कोज्याद् 

स्पण्र दे कि ^^य के स्थान समे यदि ताथ कोस्खदे तो स्परछधरातल 
का अवयव घनक्षे्न के पृष्ठ का अवयव स्ये जायगा । परन्तु जव 


स्पर्यधरातख के अवयव का फट = । १५९ प्रक्म से इस ये 


यन्ता तो र=तार इखचखिये रख धरातल के समानान्तर दोनो 


२२३६ चखरारिकटन । 


धरातछो के वीच का पृष्ठकं ताय [ तार 


काज्याः 


तार ताल 
| ताय | त ॥। ५ ॥ १ कर ) तार ताय 


१५० प्रक्रम ओर दगुण चटखानचयन सं 

यदहो यदि पे तार को स्थिर मान चलखानयन करो तोय धरातछ के 
समानान्तर धरातल जो है उन के वीच का पटले पृटफर आवेगा फिर इस परसे 
तारके वदा से समग्र प्रष्टफर आ जायगा । 


[> न ति 
पृष्ठ के समीकरण के वदा से ताय» तार 


(० 
ओर संमध्र पृषएफट 





य, ओर र के उचित सीमाभा पर सरे अभीष्ट पृष्टण्ड कां फट 
ताड (~ क 
॥ 1 ५ { १८५ ताय त ) } तार ताथ उस पर से विदित हो जायगा। 


जसे (१) जिस गोट के पृष्ठकायः+रः+खः = अ" यद समीकरण है उस फे 
अघ्र्माग का पृष्ठफट जानना दै तो यदो 
ताल __ य. ताल र 


--- => य 


ताय 7 ` ल ्तार `ˆ ल 


इसखल्यि प = 8 ९८८१९ + र + ठ) तार ताय 
[1 अतार ताय 
५८ (अ -य-र) 
= च|| व्रवम्-कन्ल= ग. द्र भदि भ~य=सं 


तार _१र 
परर || = उ्था-~-. 
°./ पट र्‌ 


यहा याद्‌ चख्=० तो यर धरातल मे जो गोखपृष्ठ का अवयव लगा 
दै उस का समीकरण अय =रः=रः देखा होगा इस मे यदि रण 
ओरर=र१ मानतो अय अक्के ऊपरसे यर धरातल ओर गोलपृष्ट के 
सम्पात तक्र रख घरात करे समानान्तर घरातरो के वीच का 


र तार 7 


फट ~= -छ््ल . 
॥ ८ स). 


~~ अआ = [र मान 
इसख्यप्रृ= =| ताय उस मे यदि ० आर अ के वीच य करे मान 


के मान विदित हो जार्थेगे फिर 


~ 


वक्र कां पृषटफलखानयन । २३७ 





मे स 5 ण्डु लिये 
मे चदखानयन करं नो गोरुके अष्टमां पृष्ट का फट = स य्य 


समन्र प्रृष्ठफल = ७न्अः । 


दसी स्थान मे यदि परे ताय ओर पिर तारके वश 
उपर की युक्ति से अण्मांशप्ृषठका फल 


[| अताय तार _ । जो यः अर 
\८ (अर ~य) 


(२) जिस धनक्षे के पृष्ठ क्रा टः+ (य कोल्याथः, + रज्याअर)--अः =° 
यह समीकरण है उस के पृष्ट फट का क्या मान होगा । 


चखानयनं करतो 


ययँ ताल. = _ कोर 1अश्यकोज्याअः + रज्याअर) 
ताय ठ 
ताल. _ _ ज्याअष्यकोज्याथः ¬+ रञ्याअः) 


इसयिये प्र = | | = 11 त अतार ताल 


-(यकोज्याअः! + रज्याअर) } 
यर धरात्‌ घनयृष्ठ को जो कारता हे उस का समीकरण 


अ = ~ (यकोज्याथर-रज्याथः) यह दहै । ययो धनचिह् रहण करने से धन 
पद्‌ मे र = (भ-यकोज्याअ.) कोड, 


तार 
अव्‌ ५ = 
५ { अ-(यको 


स्याः + रज्याभः). 





१९ _ १ य कोञ्याअ, + रज्याअ, = 
= या उसकार=० ओर 
उवाः ५ अ > रर 


र = (अ-य कोञ्याअ)कत्छेभ, के भीतर का सानं 





= -१९_ (८ -ज्या-' _ यकोज्याअ. ) 
स्या! 1 


इस लये च = 





अ म _ १ यकोज्याभः 
ज्या 1 (2-च्या व) तावि 


इख अ यदि ज्या -यकोज्याथः तो अल्यास 
कोस्याअः 





ड. 
=य्‌ आर्‌ 


२१८ चराशिक्टन । 








कोञ्यासतास _ ताय 
ज्याः 
षछद्िये 
| तायल्याः यक (ज्या. _ अंखकोज्याखतास ~= ~ [ सक }त्यासतात 
अ कोञ्याअः कोञ्याअ, 
1 (य 
= ------- (सन्यास + कोज्यास) 
कोञ्याअः 
(९ स्र = (= ५. 
अव ० ओर ----- के भीतरयकेमानमे 
कोञ्याथः 
अ 7 -? यकोऽ पाः 
= ~---- ------) ताय 
र ज्यायः कोल्याअ ८ ) ५ 
_ अ ष 0 अ छ अ 
उ्याथ! ` कोल्याअ! कोञ्याथ! ` कोञ्याथः ल्याथकोञ्याअः 


यह पृषटफर धन पद्‌ मे जो घनक्षेज का खण्ड हे उस का हुआ । 


यदि ध्यान दे कर विचार करो तो जिस घनक्षेच के पृषका समीकरण उपर 
चिख कर दिखाया ह वह एक समतटमस्तक रूप शभ है जिस के अक्ष कासमी- 
करण ट = ०, य कोञ्याअः + रज्या, = ° पेखा होगा । # 


९५२। वहत से धनक्रेच > पृष्ठणेसे होते है जिनके पृष्टका धवयव जो 


१५२ क्रम म देखा गथा है एक दी होते है । जैसे जिस पृष्ट जा रञल = यः +र 
यह समीकरण दहै उसमे 


(14 


तर्‌ अः 





व (ल च + 
ताय 


(५, 
(= 


र जिसके पष्टका समीकरण 


अख=-यर यद टै उसमे भीं ( सन ) (रर) य +र 


वही सिद होता उस ट्य दोनो मप्र का परमाटपमान अथात्‌ तात्काटका 
[७ ~ क क [न 


गत प्कदादं 1 प्सपृषटाका यर ( टपा 3 ने (जणा पला( नाम रक्खादै 


५ 


मे 
म इन्दे समगतिक पृं कता ह| 


टवी प्रकार (ल--ग) = { (य--अ)ः+ (रक). | स्प इस उद्भ ओग 


र 


चक्र का परष्रफखानयन | २३९ 
यक्रोज्याअ, + र कोज्याक, + छ कोज्याद्‌ = घ दस धगतट मे सी पण का अचयव 
प्क हा हे । जहां कोञ्याअ, + कोच्या कर+कोज्याऽ= १ इसी तरद्‌ 

स्मटन्यः+र 

"अर = (य-र)ग + स्यर\^ (१--ग) 

अट = {र +र)--८कयर + सगय -र) +कः+गः ् 

इत्यादि सव पृष्ट समगतिक्र पृष्ट ३ 

९५० यदि स्पर्धत मे फेसा णक अयव तठ जित कायर ध्र्तट ने 
परिणत मान शरुताश्रुनाय यह हौ तो 


४ ताल ५२ ताग 
१-|/(८1 ९()' +(क)) ताथ ता 
नेसे [भ वि त 
जस्त जस घनन्न के पृष्ठ का यर्‌ = अद्ध यह समाक्ररण टे वह यर+र^-ग्‌ 
इस वृत्त से काटा गया तो कटे खण्ड का प्रक जानना ले तो यहां 


(१ / 


शु = “( (क, म न अ) \८( अः +शु ) न्याक्ति य + र =श्रु 


च्म चयि पृ 1 [ग 1) श्रुताश्रुताप 


ह 2 > \.3 
परन्त [५ ( सअ + श्रुताश्च ॐ इ ( भः + श्र ) र 


(~ {2} ध शु # 3. 
इस लिये || "^ +) श्रताश्चु = ६ | (अः+गः)र--- अः ॥ 


| "1 ॥ 
© 
>+: 
(अ~+ग ) जः ताप न 1 ( अ +गः)र--अ | 


~ 
„+ < 
ऋ 
६ 
(निकरे) 


२ 
इस चये अभीष्ट पृषटफट = ॥ ^ 7 शुताश्रुताष 


च 1 (अ+गः) ह 


२७० चलरारिकलन । 
९५५] यदि पृष्ट का अश्रीय समीकरण ठे अर्थात्‌ 
य. = श्रुञ्याप कोञ्याप्रः, र = श्रुञ्यापज्यापः छ = श्रु कोल्याप 


ओर इनपर से तायः, तार इत्यादि का सान वनां कर 


111 


इक्तमे उत्थापनदेतो 
पृ = ,/^./^*\८ { श्रु उ्याप्य + | - व स्या ४, | -तप- | श्रुताष तापा 
फसा सिद्ध होगा । जटा खभीता समश्च पड़े तह इस पर से भी उचित 
सीमा के भीतर पृषठफरु जान सक्ते हो विस्तार के भय से बहुत बढाना 
नही चाहते । २५० प्रक्रम के (२ ) उदाहरण तक पहुचोगे तो स्पष्ट घनक्षेतर 
हो जायगा । 





चक्र का धनफदटानियन । 


५६] कल्पना करो कि आ, चक्र मे नियत विन्दु ओर प को विन्दु है 
जिस का मु =अम=य, को = पम =र ओर मान 
लोकिञाकेमुजसेयवडादहे, 

कटपना करो किः आपव वक्र य॒ अश्च के चाये 
ओर धूम कर घनक्षेच बनाता है तो यदि आ ओर 
पचिन्दु मे गये ओर य अश्च पर छम्बरूप णेसे दो 





अट म न चय धरता से घनक्षेच को काटे ओर इन टोनो 
धरतो के वीचमे के घनमफरको घ कषैतो चखनकलन के १६० वे पक्रम सं 
ताव्‌ रः 
ताय 


इसलिये ध्र .८ग्रः ताय 
चक्र के समीकरणसे र का नाद्य के फट के रूप मे आजायगा। 
समश्लो करि .८^गस्ताय = फा(य) तो 
श्र = फाल्य)+स्थि 
कर्पना करो करि जिस विन्टुकामु=य, उख का घ्रनफट = घ ओर जिस 
चिन्दुकामु=य>उसकरा घ्रनफन्य=घस्टहेनो 


घरनफखानयन । २४१ 


घ? = फा(यरे+सि 
घ. = फा(य) + स्थि 


इस लिये घ--घ! = फा(यर)-फा(यः) = ५. 7रताय= ग 1 रताय 
' य, यः 
१५७ समसच्याकारः शङ्क का घनफनयन । 
कटपना कसो किं एक सरल रेखा अ मूढ चिन्दुमे ोकर गै ओरय 
अश्न सेअ तुस्य कोण बनाती है तो य अक्ष के चासो ओर इसके धूमनेसे 
समसुची उत्पन्न होगी ( १४२ परक्रम देखो ) इस लिये यरो र = य.स्पअ 
घ = [न स्पअ यप्ताय = स्वथ. - स्थि 


न 


ओर घ--घ, = 





स्प, ., . ; 
ट ( यर-यष ) 





कस्पना करो कि य९= ० ओर चि = यर स्प अर्थात्‌ यर= = तो 


समसूच्याक्रार राङ्क ( जिसके आधार परिधि का व्यासारद्ध्‌ तिदह) का 


दस से यह सिद्ध होता है कि समखात फल की तिदाई सूची का घनफल होता 
(५ £ [*4 [३ १ मे [५ (4 
टे । इस को भास्कराचाये ने भी अपनी खीदावती मेष्टिखारे। 
१५८। गोट का घनफटानयन 
यहां र` = अ~यः 
इस लिये घ = ./^7रषताय = °, (अ--य)ताय 


का 
= प(अश्य---) + स्थि । य =° ओर यअ माननेस्ते आधे गो का 


अरे ले ॐ भरे ४7अर>८२अ 
धनफट = ~ इस छिये सम्पूणं घनफर = -ई- = ------ व 
= -94 «ऽया अथौत्‌ पृष्ठफल को व्यास से गुण कर छ का भाग देने से 
द्द - ४ 

गोद का धनप्र होता हे। इस को भी. भास्कसयचा्यं ने अपनी ठीलात्रती मे 
लिखादे। 

१५९ जिस परवखय का रः = धय यह समीकरण है य अक्के चारो 
आर उसके धूमने से जो घनक्षेत्र दोगा उस का 

१६ 


२७२ चरररिकटन । 

घ = ./ गरताय = ०.८४अय ताय = छम. यताय = रमग्यः+ स्थि 

दस लिये घ.--घ! = रअग्(य--यः) इस भे यदि य९= ० तो क्षे्नके समी 
करण से घः=-० इख लिये र> कोटि से वने वत्त ओर शिरः स्थानके 


छअयःण्य? _ तरय 
२ २ 


अथौत्‌ जिस समतलमस्तकपरिधि राङ्क का आधार रःजिज्या से उत्यन्त 
परिधि हो ओर ईच य. हो उस के घनफल के आधे के वयवर उसी चाद 
ओर उसी आधार से जो परवलख्य का घनक्षेज ह्येगा उस का धघनपरङ दोगा । 


१६० चलनकटन के ३८८ पृष्ठ मे जो चक्राख्द्‌ ((+०1०10) का समीकरण 


र=क (अ +ज्याय), य = क (१--कोञ्याअ) यह ख तोय अक्षके चायो 
ओर दस के धूमने से जो धनक्षेच होगा उस का 


घ = ^ गर ताय = गक, /८(अ + स्याअ) उयाअताअ 

= पकर / (अ + रञज्याअ ~+ ज्याअ)ज्याअताअ 

यहो खण्डचलानयन से 

.८^अन्ज्याजताअ = -- अकोज्याथ + २.८अकोज्याअताअ 


= -- अ्कोज्याथ + रस्या + रकोल्याञ । 
^ र्ञज्याष्यताअ = .^अ(९-कोञ्यार्)ताअ । 


भीतर का धनफट = र्अग्यः = 


= _ -अज्यार्म_ _ कोज्यार्य | 
(4 4 © 
कोउ अङ न्‌ 
ओर | ज्याश्ताअ = रण + =| ज्याअताअ 
ˆ कोज्याअज्याअ रकोज्याअ 
= ~ गक धः ~ ड (१य२वेथक्रपममके१५वे उदाहरण से)। 


अव आधे चक्राखद्‌ के धूमने से जो धनक्षेच होता है उस फे धनफल का कान 
करनी सो तो षम. ओर यन्य्कयवां अ ०,अ= ग के भीतर ऊपर कै चलं 
कामान ठे अनिसे 


प्र 
| अलज्याअताअ = "--२--२ = "~ 


र्‌ 


प्प अस्य 2 अ = ॥ 
<| ज्याका न र 
॥ <] 


ष 


१ ~ 
स= 


१ | नै, 


~ 


घनफखानयंने । २७२ 


(१ 1१ 
जोर | ज्याप्अताअ = इ +- ३ = ‡, 


५ 


इस लिये अभीणए्रघनफर 
३ २ त 1 
= गक { "४ + = + } = कः (>> ~) । 
१६१। यदि वक्र र अक्षम चारो ओर धूम कर घनक्षे्न चनावेतो स्पष्ट 
किउसका घनफरय आओररको वद देने से [प्यार यट होगा । इस 


रे 
लिये घर-घ,! = १ | यर्तार पेसादोगा। 
र? 


१६२। परधखय का रः= ४अय यह समीकरण दे ओर यद र अश्च के चारो 
ओर धूम कर घनक्षेज् वनातादैतो इस का घन एर ऊपर के धकरम से 


घ 1 वप्य्तार = [तार ॥ 1 स 


१६अ 
इस लिये घर घः! = न । इसमे यदि र\न=ण्तो ्षेचरे समी- 
करण से घ९= ° दस चिये र विज्या से वने वृत्त भरः शिरः स्थान के भीतर का 
घनफक = र । 


९६३। यदि दौ वक्र य अक्के चासो ओर घूम करः दो घनक्षे् वनते तो 
जो धरातल य अश्च पर छस्व हे पेसे दो धरातल से दोनो घनेन के कारने से 
उन फे भीतर जो घनप्ल दौगे उन कफे अन्तरक्तेघ कटो ओर पले वक्र क्ता 
र = फ(य) यद ओर दूसरे का र = फ८य) यह समीकरण हो तो पिले प्रक्रमो से 
स्च्रहे किध, { फ (य) } ~ { फ(य) } वृताय यह होमा । 

जिन दोनो छम्वरूपी धरातलं से दोनो धनक्षेनो को काटादहैउन का समी 
करण क्रम से यदिय=यः,य=यर्णेखेषो लो उपर के चसे य, य\ के भीतर 
जो मान दोगा वही धनपटो का अन्वर्‌ दोगा । ५ 

कल्पना करो कि एक सीमित धकर पेलादै, किएक सररु रेखा जिसका 
समीकरण र = म हे उख ॐ सव कोटि खण्डरूपी पूर्णज्याओं का समान दिभाग 
करती है ( १७८बे प्रक्रम क शरे देखो ) तो पूर्णज्या का मान यदि फि(य) होतो 
रेखा के नीचे वक्र के माग क्रा समीकरण र=अ - पिय) = फा(य) ओर उपर 


2 चटराक्चिकटन । 


५ 


दे भाग का समीकरण र= क + फि(य) = फ(य) फेला होगा । इस सिय दोनो 
भगा से उत्पन्न घनश्चेत्न का फर = घ = 7.^ { फ(य) } --{फा(य)} (ताय 

= छक. फि(य)ताय ६ 

कल्पना करो किं सीमित वक्रके दोनो प्रान्तके जो कोटि चक्र की 
स्प्रेखा दो जाती है युज रमसे यः य-हतो य अक्ष के चाये ओर सीमित 
वक्र के घूमने खे जो घनश्रेज उत्पन्न होगा उख का घन-- | । 


फट = ४-क 1 पि(य)ताय यह दोगा । 
यः 


यह अक्ष के चारो ओर वक्र के घूमने खे जो घनक्षे् होगा इस वाक्य का 
तात्पर्यं यह है कि य, ओर र अश्च से जितने जितने अन्तर पर वक्र के धरत्यवयच्र टै 
उतने द्यी उततते दी अन्तर पर सर्वर रे ठेखा वक्र को चारो गोर घुमान से वक्र के 
आकार के वद्ध से आकाश मे जो घनाङृति उत्पन्न हो वही वक्रजञन्य घनश्नेच हे । 

ऊपर के धघनफल मे अर्थात्‌ 7.^ { पय) ¡ -- { फा(य) } नवाय इसमें 
यदि फ(य) के स्थान मे र ओर फा(य) के स्थान मेर॑रखदे तो 

च्च = - /(स-र>वाय = ~ ./^ (र +र) (र-र)ताय = रनक „^ (र-र)ताय 
पेखा दोगा परन्तु .^ (र--र)ताय यदह पिङ्छ अध्याय से सीमित वक्र का फट €। 

इख ख्य यदि सम्पूण क््रका फलदो तो सम्पूर्णं ध्नक्नै्र काफल 
२-क> आ होगा । यर मी ९४८ परक्रम के णेखा समद ठेना चाहिये कि-वक्र का 
सव भाग य अश्न के ऊपर है यदि वक्र का कुक भागय अश्च के नीचेभीदोतो 
सृज मे दिखला सक्ते हो कि रक आ यड य क्न के नीचे ओर ऊपर के घनः 
शेर विभागो के घन फला का अन्तर दोगा 1 

जञेसे १४८ पक्रम मे जो (--च) + (ख-ज)-गः = ० इस चत्त के य अन्न 
के-चाये ओर घूमने रे गोटीय मुद्धिका होगी उस का घरनफल ऊपर कौं युत से 

'्गच्ञ यदह दोगा जर्यो ग चत्त का व्यासार्ध ओर ज, य अश्न से चत्तके क 
का छम्वरूपी अन्तर टे) 

१९६३ इसी तरद यटि ढोनो वक्र जिन के समीकरण करम से 

य = पर), य = फा(र) । 
ये हर यघ्न के चारो ओरधघूमकर ध्रनक्षेत्र वनावतो ऊपर के परक्रम को युक्ति से 
चनफलान्तर = घ = ^ { फ (र } ~ { फार) } +] नार यद दोगा । 


धघनफखानयन । २८५ 


` फिर इस पर से पूर्ववत्‌ विचार कर सकते हो । 0 


(* 4 


१६५ रण्वं परक्रम मे घनपफर के लिये जो युक्ति छिखी गड दै उसी युक्ति 
से चा जैसा घनक्षे् हो सव का घनपफल जान सकते ह । 

जैसे किसी घनक्चेत्र को य अक्ष पर छम्ब जो धरातल है उससे काटे भौर 
कटे छेच का फर फ(य) कलट्पना करे तो स्पष्टे कि इस लम्वरूपी धरातल के 
वहत ही पास जो दसरा छम्वरूप धरातल है उस से भी जो कट कर दोनो धरा- 
तखो के वीच मे घनक्षेन का घनफछ^घ है वह फ(य) भय के समान दोगा इस लिये 

1^ ४ 

य 


= फ(य) ^\ य को शून्य अर्थत्‌ ताय मानने से 


न = फ(य) .“ शच = ./^फ(य) ताय पेखा होगा | 


4 [> [> (4 
१६५) दे्धवरत्तीय घनक्षेत्न जिसके पृष्ट का समीकरण 
य्‌ः रः = 
अः ५ कः 


२ 
ज = १ यह है उसका घनफखानयन । 
यो यदि घनक्षेच को य अक्ष पर छस्व धरातल से काटो जोकि मूल विन्दु 
सेय तुल्य हट कर य अक्ष मे र्गा है तो घन्चेच के रक्षण से कटा हु भदेश 
पक दीर्धरवरत्त होगा जिसके दोनो व्यासा क्रम से 
च य्‌ यः = ~ 
क\८ | १ च ] ग\८ | 8 ~| ये दै इस लिये छेदित प्देदा का 
[1] ४ 
२ ५ । 
फनछ = फ(य) = ° क ग(१ - जः ) यह हु ओर अभीष्र क्षेत्र का संपूर्णं घनफलङ 
3 अ ६4 
~न ९. द] र १७४ 
4 अर 1 . द 
१६६। किसी स्प्ची शे का घनफरानयन । 


कल्पना करो किं सूची का आधार कोई वह्भुजक्षेच है जिस का फल 
आहे ओर सू का वेधवा उंचादईवेदै ते यदि सुज, कोटि शङ्क का 
मूल विन्दु सूची का शिरःस्थान मानं जर य अक्षको सूची के आधार पर 


लम्ब रूप माने तो १६४ प्रक्रम की युक्ति से सूची. का घनफल [१ फ(य) ताय 
५ 


यह होगा । अव यदि य अक्ष पर लस्बरूपी धरातल से सूल्ली कौ कारे 


२६६ चटयारिकलन । 


[क 


तो स्पष्टे कि खेदित प्रदेश आधार का सजत्तीय होगा इस लिये 


इस प्रदेशा का फर = पए(य) ङ इस लिये सूखी छा घनफल 
ध वे 
1 फ(योतष्य | चा ताय = -./ सतवय = न 


वहुभुज क्षे रूपी आधार के स्थान मे यदि कोई सीमित क्षेत्र हो तव भी यदी 
घनफल आवेग । इस पर सरे यह सिद्ध होता है कि आधार पर वेध तुद्य मेध मे 
जो खक्लात का घनफक होता है उसके तृतीयांश के तुर्य सूखी का घनफल 
होता हे 1 इसको भी भास्कराचायं ने अपनी खीखावती के लातव्यवहार मे लिला 
हे (समखातफल्ग्यंशः सूचीखाते फर भवति) परन्तु इसकी उपपत्ति की नदी 
लिली डे। 








यः रः छः 
\9 न = ८ 
१६७ छ = १ यह एक आतिपरवल 
५ र + यः रर छः 
यिकः धनश्चेन का समीकरण आर अ ९ “पकं सम- 


सूच्याकार शष्क का समीकरण है तो पटले घनक्षेत्रकोय अक्ष पर छम्ब 
ओर भूख विन्दुसे यतुस्य इट कर य अक्ष मे ल्गा हुआ जो धरातल 
हे उससे काटे तो छेदित प्रदेश एक दीर्ध॑वृत्त होगा जिस काफल फ(य) = 


॥ । 
प्क ग र + ९| यह दोगा ओर उसी धरातछ से शङ्क का छेदित 


पदे भी दीधेचृत्तदी दोगा जिसका फर = फा(य) - - प्र य॒_ दस छिये 


ठोगे का अन्तरण्कग यह हुआ) इस खये शङ्क, आतिपरवलयिक ओर 
दो ख्भ्व रूपी धरातछ जो सूर विन्दु सरे क्रम से य य. तुल्य हट 


करय अश्च मे लगे है उनके भीतर का घनफङ= ॥ यरन्क ग॒ ताय 
यः 
न्नव न (यर--यणे 
९६८} जिन खयपनान्तर धरतो से छनक्चेत्न जो काट कर ऊपर के 
घ्करमो मे घनप्नछे म की युक्ति दिखाद्रै हवे यदिय अक्ष पर छम्ब 


नदो किन्तु य अश्च उनसे अ! तुस्यञ्जुकाटोतोस्पण्टैकि | फ(य) ताय इस 


घनपलानयन ) २७७ 
कं स्थान मे [फ) ज्याअताय इस को छेने से घनफट का मान आ जायगा] 


१६९। १६४बे प्रकम से सिद्धहै किध [फ (य) ताय इस लिये फ(य) 


को कल्पना कर्कि किसी वक्रकीकोटिरटैतो १२८ प्रक्रम की युक्तिसे 
तीन समानान्तर चा चार समानान्तर धरातले से जिन का परस्पर अन्तर = च 
ह छेदित प्रदेश के फलो से आयन्त धरातखान्तर्ग॑त घन फट का स्वरपान्तर से 
मान उ (आ०+४ आ++आः) वा ओ { आ०+ आः + ३(आा,+ आर) 
यदह दोगा जहा र, रः, इत्यादि के स्थान मे आ०, आ? इत्यादि को रख दिशा है | 


१७०] श८द्वे प्रक्रम सेसिद्धदैकिध = [* र' ताय परन्तु 
वपर = || २१८२ तार इसर लिये द्धियुण चटानयन की रीति सरे धनफलट 


को | [२ गर तार ताय =| |र तार ताय इससे प्रकारा कर सकसे है 1 


श्वे प्रक्रम के ष्षेन को यदि य अक्के चारो ओर धुमर्वे तोद ट 
चुन से एक च्य उत्पन्न दोगा जिसका घनफल स्वल्पान्तर से 
ग्र ^+ य ^ र यह होगा ओर पक स्तम्भ मे जितने चतुभुजहै सव से 


उत्पन्न चल्यौ के घनफल का योग ^ य [१ €) २ रर तार अथात्‌ 
फ(य) 
^ चम र [१ र तार == ८५ य [ { फा(य) } <~ { फ(य) } गुह होगा 
फ) 
दस लिये काता कत के धूमने से जो धनक्षेन होगा उस का घनफङ 


ड र [ मचः [ { फाय) } {-- { फ(य) } -] ताय 


अगा 


न 1 र्र्‌ तार ताय 


य फ(य) 


= र 9 र तार ताय यदि अचा = यः, अगा = यः 


य, फ) 


२९८ चटयरिकलन । 


ऊपर के | ^ [ { फा(य) } -- { फ(य) } ° ] ताय दसं समीकरण मे 
अगा ( 
यदि फा(य) के स्थान मे फ (य) ओर फ (य) केस्थानमे फा(य)कोस्व देतो 
टीक १६२दे प्रक्रम का समीकरण हो जायगा । < 
१७१। यदि जिन वक्रोंके क्रमसरे य = फ(र), य = फा(र) ये समीकरण 
हेउनकेचापसे ओर जिन रेखाभोकेक्रमसे र=र\ र = र्ये समीकरण 
हैन से वना हा कषेत्रय अक्षके चारो ओर धूम कर धनको बनावे 


तो ऊंपर्‌ की युक्ति से उसका धनफल = २ ग (४. र ताय तार एेला 
र? फा(र) 
होगा इस का ताय के वश यदि चलवनालोतो 


घ = [* { फ(र)-फा(र) } र तार 
ररे 

१७२। ऊपर के पक्रमो की व्यापि दिखाने के लिये ९१द्वे प्रक्रम का त्र 
खो । कट्पना करो किं अलक वक्र क्षे य अक्के चारो ओर घम करजो घन 
क्षे चनाया उसका घनफल जानना हे तो स्पष्ट है किं कन के घूमने से जो अद्ध 
गोर दोगा ओर अनर के घूमने से जो परवल्य संबन्धि घनक्षेत्र होगा उनके 
घनफटो के अन्तर के समान अभीष्ट घनफल होगा । इन दोनो घनश्च का घन 
फर पिले परक्रम से विदित है इसयिये अभीष्रघनस्चेच कां घनपफल भी इन दोनो 
के अन्तर पर सरे विदित होगा इसलिये द्विगुण चानन से जो दसका धनफल 
निकरेगा उसकी जोच अच्छी तरह से इस उदाहरण मे रोगी अ्थौत्‌ दोनो रीति 
से फलो का मान एक हो जानेसे मन भर जायगा मानो किन मूक विड ओर नक 
य अक्ष मे धनात्मक मागं है तो अक वक्र का समीकरण रः = ४ अ (अ--य) ओर 
.कर का र' = 2 अ~यः यह होगा । 


दख खये ऊपर के प्रक्रम की युक्ति से अभीर घनफठ 
रथ / ८ (७ अ~र) 
॥ | छर २ण्रतायतार 


इस जगह याद यह इच्छा होकि पहखेर करे वशा से चलानयन करे तो अलक 
क(अफरेखासेढो चिभागकरनेसे , , 
व = उत्त खण्डकाध फ+परवल्यके खण्डकाध् फ 


घधनफटखानयन २४९. 


॥ ५८ (धभ ~य) २०२ तार्‌ ताय 
ल © 


+ (अ (\८ (घ्म -य)२नर तार ताय 
५ ^^ (अ~ अय) 
इसी जगह यदि य अक्के चारो ओर घल्गके घूमनेसेजो घ्रनक्रे् वने 
उसका धनफर अपेक्षित दो तो मान खो करि च अक्ष की घनास्मक दिशा नघकी 
ओर है तवन को मूढ चिन्छु मानते सेटग का समीकरण ८=४अ (अ~य) 
ओर छ्घ का र = छ अ~यः यह होगा । 


अ अर +- यः 
> र्अ (\ (छम + धज) २ ग ल 


कोप 


इस लिये अपेश्चितत घ्रनफट = 
° \८^ (अ~यः) 
इसी स्थान मे यदि पेय के चशसे चर अपेक्षित दौतोख्खःरेखासे 
अभीर श्चेच का दोः विभाग कर्देनेसे 
श्र = चृत्तखण्ड का घ फ +परवटयखण्ड काघफ 


क > 1 
= [\अ( २ 
[बन 


२१२ ताय तारः 
०  \८(ज~र) | 
नि 
+२अ\८३.२ नर ताय तार 
> -छअ 
छं । 
क क 


१७३ यदि येज र अश्च के चासे ओर घूमने से घनक्षेत्र वनवे ते य,रको 


©> 
[क किष 


परस्पर वदल देने से उपर की युक्ति से सहज मे सिद्ध हो जायगाकति 


ध [| म्य ताय तार्‌। 


१७४। किसी घनक्षेच के पृष्ठ मे एक प विन्दु ओर इस विन्दु के वहत ही 
पास दूसरी च विन्दु छेकर दोनो विन्दुजामे खगा कर यट, .ररु धरातल के 
समानान्तर दो दो धरातले को वनाव तो घनक्षेत्र के भीतर एक आयत आधारः 
के उपर समखात वन जायगा जिस के आधार का मुजय, कोटि र आरः वेध, 
र दोगा इस लये समखात का घनफट = ख ^+ य ^^ र 1/^\ य, ^\ र को वहत 
छोटा मानने से समखान का घनफठ = छ तार ताय, इस खिये समत्र धनफंर = 


1 ख तार ताय इस मे परे यदि | तारद्सका मान निकारो तो स्प है 


१७ 


२५० चखराशिकखन । 
किं यह य अश्न पर छम्ब जो धरातख है उस से ऊेदित प्रदेशा काफल दोगा रसे 
यदि फ८य) के वयावर मान खो तो समन्र घ्रनफर =  [क() ताय यदी शदथ 
प्रक्रम से भी सिद्ध हआ हे । 

इसी मे यदि पडले [ख ताय इस का मान निकारो तो यह र अक्ष पर रम्ब 
रूप धरातल जो होगा उस से छेदित प्देदा का फर होगा इस लिये इस को यदि 
फ़(र) कटो तो उपर की थुक्ति से सम्र घ्रनफट = [फ तार। स्वज सीमा 


का विचार कर घनफर निकाख्ना चाहिये 1 
१७५। दे्चत्तीय धनक्रे् का अष्मांशा घनफल (जिश्च के पृष्ठ का 


समीकरण य = क ~र = १ यह है) जानना हो तो यदहं 

ख = ग\^ (९ - र प स ) 

इस ख्यिघर ग [ [९८ (९- व - =) तार ताय 

यों पटले [५८ (१- -- - --> ) तार क [५८ 4 


(९- ~>) 
ज्याः 





~र ८ - य र) + कः) 
क\^ (१- ए 


ओर (५ = ऋ [*1 
इस मे र = ० ओर र = क १६ स के भीतर का चख 


ष्क ् 
(१ - --) चसच्यिघ ॥ (१ त) ताय 


-त्कग[.. स १ 
नय 0 खः ० अकवांचय के मानम समग्रा स्धघन 


< 


फट = -कग (अ ~) = कन = = अक 


~ 


उख = त =-ग्ग उसको से गुणदेनेसं 
सम्पूणं घनफल = -४-अकग 





। यद्दी १८५बे प्रक्रम मे भी सिद्ध हया है। 

९७६। 1जसक पृष्ठ का समीकरण य र= अखै उससे यर धरातल से 
जर्‌ लन चारा घरातलाकाक्रमसरेय=यः, य = य, रर, रर्ये समी 
कर्णदे उनसे वनेदुप घनश्रेच का ध्रनफट जानना | 


घनफलछानयन । २५९ 
यदे १७७ये प्रक्रम की युक्ति से 


~ यरः [र युर 9 यः २. नर 
ध || -अ- तार ताय = -रत्न | र (र--रय ताय 
र! य! 
= -ध्न (र--रः) (यः--य)) 
= -दल्ल (यस्य) (रर) { यर + यररर+यष्रर+ यर्रः } 
= $ (यरय) (ररः) (ल९+ छ२+ 2\+ र) 
जो 2९ खर, ख. भ्ये चारो कोनो के क्रमसे शङ्कट 
९ [कष्‌ र, (~ ओं [० £ 
यछ पर यह्‌ मान लिया गया है कि सीमाओं के भीतर सर्वत्र यर धन है| 





१७७ जिस धरातल का समीकरण र = ०, वृत्त क (य-च) + (र-ज)ः 
= गः ओर घनके पृष्टकायर~अल यह है उनसे वने घनक्षेन का घनफङ 
जानना हे। 

यँ घत्त के समीकरण से र की सीमा ज--\^ { ग-(य--च)ः } ओर 

ज +\८ { ग-(य--च)- } ये होगी इस लिये १७४बें घक्रम की युक्तिसे 


घ = | [रार ताय = -द || [यर तार ताय 
= र [य\८ { ग--(य--च) } ताय 


जाय की सीमा च-ग,च+ग,येदहे 


ओर -ष्डल ॥ य\८ { ग~-(य-च). } ताय = | ल-च).+ {गः-(य-च)} ताय 
च || ९८ {ग.--(य--च)} ताय यदि य-च = त तो उपर का धनकङ 


= ञडल- | त\^ { ग--त ¦ तत +च [८ {ग-तः} तात 
योत की सीमा-ग,+गहै इस ख्ये सीमा्भो के भीतर ऊपर के 


[क गे र म 
चर का मान निकाखने से अभीष्ट घनफड = ज, 


यँ भी यह सान लिया गया दहै कि सीमाओं के भीतर यर धन हे अर्थात्‌ 
(य--च) + (र--ज)ः = गः इख दत्त का सव भाग प्रथम वा तृतीय पद्‌ में हे एेखा 
समश्च कर तव ऊपर का घनफङ निकारा गया हे । | 

१७८ यदि घनक्षे्न को रेते धयतखो से कारं जिसमे शङ्क मूलके 


२५२ चखरारिकलन । 
अश्नीय समीकरण के यदा श्रुताश्रुताप यह आधारकापफट हयो तो समखात 


का फट लश्चुताश्रुताय यह होगा इस लिये घ= || छश्चुताश्रुताप । यां 
श्रुः=य +र 
जैसे जिस धरातल काट=०, ओरदी पृष्ठो कायः+रः=-७अ दक 
स 


र = २ गय-यः ये समीकरण दै उन से चने घनक्षेच का फट जा 


[> [+ म, [® 


=, „न = श्रु अर र = न ५ 
ननादहता यहा पुं न=ठक आर्ष कोण्सीं सामा इग जस म चट 


का फौखाच रः = २गय-यः इस चत्त के संपृणं फर तक दहो तो यहा 
श्रु = २ ग कोञ्याप पेखा मानने से अभीष्ट घनफल 
= श श्च ६॥ ताश्र ( ग" ध थ / 
म =-= ताय = उ्याण्पताय 
॥ १ यच वाश् अ. कोञ्या"पत 
द्‌ 





० ई > # >९ २ 





ग 7 श्र 
= स ग (खण्डचलानयन से) 


1 
य +र श्य 
१७९ जिस पृष्ट कालन्यईइ ग अद्‌ ग यह समीकरण है उस 
से ओर यर अश्च से वने घनक्षे् का घनफर जानना दहो तो यहाँ पृष्ठ के समी- 
करण से स्प है कि मूल विन्डु से चारो ओर अनन्त दूर तकः पृष्ठ पठा इधा दै 
इख चयि य की सीमा०, ओर > होगी 








शु 
आरश्र की०, ओरण्ट्डोगी इस लिय घ | अड ग श्रताश्रताय 
श्रुः 
इसमे ग श्रतताश्र ग 


६८ 
इस चयि (° ग श्रताश्र = ओर तव अभी नि 
। धु = ओर तव अभीर श्रनफल का ध्म 


9 


त प्म २ ण्ञगः 
५ | | 1 0 इ - श्रताश्रताप ज [२ --- = 1 = न्यः 
© © य्‌ # 
4 


१८० ¶ञथ्वं पक्रममजो समखातका फट टसतायतार यदह निकाला 
टरसक्तां छ अक्ष पर स्व जो धरातल द उन से अनन्त विभाग कर डरे तो णक 








धरनफूटखनयन । रर्‌ 


विभाग वा समखात घनफटर की तात्कालिकी गति = ताड तार ताय यह होगी 
इस लिये घनक्षे् के घनफर का मान .चिगुण चलानयन की रीति से 


11 ताल तार ताय यह होगा । 


१८१। जिस नट्क का यः+-र-२अय= ० यह समीकरण है उसके 
यदि उस खण्ड का घनफल जानना चाहते हो जो क्रि छ=य स्प 
त 


ख = यस्पक! इन धरातलो से नलक के कटने से उत्पन्न हआ है तो यदं 
न्क के समीकरण से रः=२ अ य--यः=रः,* र({=\८८२ अ य~-य) 


अव १८०प्रक्रम की यक्ति 9 ४, |“ स्प क, ताङ्तार्ताय 
-र१९ यस्पञ१ ` 
ट 1 | (यस्पकः--यस्पञः) तार ताय 
9 ज्व 
१ 


=  [ सन(स्पक.-स्पयः) र्य\.८ (रअय-य)ताय 
© 


7 ऊः 
= स(स्पक-स्पथ,)-र्‌ - 1 


१८२। १७८वे प्रक्रम मे समखातत का आधार जिस का फर, श्रुता श्रुताप यह 
है उसेमान लखोकियर के धरातखमे है अव इस आधार को स्थिररेखा 
अर्थात्‌ य अक्ष के चारो ओर घुमावो तोस्प्रहै कि इस आधार के घूमने से 
एक घनवख्य होगा जिसका घनफल = २ णरश्चुताश्रुताप = २० श्युज्याप श्चुताश्चुताष 
यह होगा ओर परा फोया करने मे आधार का धरातल यर धरातल से रम कोण 
उत्पन्न करेगा इस लिये दहत पास पास केदो स्थानो मे जाधार के घरात के 
आने मे यर धरातल से उत्पन्न कोण का मानकम सेप, ष्‌+ताष्रः मानो तो 
घनचख्य के घनफर का परमास्प विभाग वा तात्काछिकी गति 
= ताप, श्रूज्यायश्चुताश्ुताय = श्रु ज्यापताश्रुतापताच, इस लिये उचित सीमां 


के वश से सम्पूणं घनक्षेत्र का घनफक घ = [|| [छस्य ताश्रुतापताष, 
ज्ेसे जिस गोर का व्यासाद्धं अ हे उसके अष्टमांश का घनपटल जानना 


र मे 
हेतो प्रहे [शु ताश्च = - इस मे०, ओर अ के वीच श्रु के मान 


२५७ चररारिकटन । 


अर 


मै चर = त 


अः 
तव॒ घ ५ {थ ञउ्यापरताव्ताषः 


इस तरह से पषछे र के वडा चरके आनेसेश्रुल्याप श्रु पप 

इन सव अवयवो का योग जोकि एक सूची के( जिसके आधारका 
फल = अ्ज्याप ष पः ओर वे=ञअ) समान हे आाया। 

फिर्यके वद चख ज्ञान कश्नेसे 


 [ज्याप ताप्र = -- कोस्याष, 


यदोःपकीसीमा ० ओर २ माननेसे 


अः 
घ >= [-4- ताप 
त १ 


क द्‌ 
दस तरह य्होपकै वरा चलानयन से -च ल्याध ८^ष ^ ध, इस चाट 


कोप, ओरप + ध के भीतर जितनी सूचिं हे उनक्रा योग आया । 
फिर सव के पीछे षके वदा से चर ज्ञान करने से ओर षः की 


1४ 4 ॥ ६ 
सीमा ० ओर > मानने से गोर के अष्टमांडा घनफर का भान~=घ= न 


९८३। एक समसूल्याकार शङ्क का रिरःस्थान एक गोल के पृष्ठ परै 
ओर रिरःस्थान से गोख्गभै तक जो रेखा गई वही शङ्क का अक्षटै। 
गोट का व्यासाद्ध अ ओर शाङ्कका शिरःकोणाद्धं अ; दहैतो शङ्क के आधार के 
गोरुके प्ृष्ठमे कगनेसे शङ्कु पृष्ठ ओर गोर पृष्ठ के भीतर जो धनक्षेत्र होगा 
उसका घनफङ जानना हो तो शङ्क के रिरःस्यान को मूलविन्दु मानने से गोल 
पृष्टं का अक्षीयसमीकरण 

शरु = रमकोज्याप यह होगा । इस लिये अभी 


"रग "अ (-रअकोञ 
घ्ननफर = | | 00 श्ुज्याप्रताश्चुतापतापः 
© © |] 


१८४। इसी धकार श्रु = अ(१ +कोच्याप) इख वक्र के स्थिर रेखा के चाये 
ओर घूमने से जो धनक्षेत् होगा उसका घनफल । 


_ (२ (7८ (अ(१ ~+ कोञ्याप 
घ = || 1 | (९ कोज्याप) श्रु्यापताश्चुतापतापः 
© ५ ५ 


धनफडखानयन । १ 


7 (“दद (स ४ 
ध || | २ 9. + कोञ्याष) श्रुष््याप ताश्रुतापः ताप (देशव पक्रम से) 


३ ग ५९ = 
न अ 1 (१९+ कोज्याप)ः ज्यापरताप इसका मान य्व प्रक्रम के १५ 
६ 


१८८अ 
द 


९१८५] जिन दो घनक्षेनौ के पृष्ठका समीकरण (१) फ (ऊ, -&, ड) = ० 


उदाहरण सरे वा खण्डचटानयन यह होगा । 


(९) फ(यःरःख)~ण्येदौतो यदि 


| 1 
अ यमक =रूङ लतो 


ठकतायतार = अकग छ ताय॑ तारं 
इस लिये १७४ पक्रम से 


(९)काध = || [| कतायतार = [| [| जकगलताय॑ार = अर्क > (र)काश्र। 


२.२ 
जसे दरर्वृत्तीय घनष्मेच के पृष्ठ का समीकरण ~ + ~र -- अः = ० 


अ क 
् 


ओर मोर का यः+ रः+-ङ-अ =° यह है इस स्य 


गोट का घधनपफठ 


(1.4 
देधेवत्तीयघनक्षेच्च का घ्रनफल छ 


= स <-कगयदी दणवें परक्रम मे सी सिद्ध हु है । 
२-अ २ 

इस प्रकार से ऊपर कदे इण सिद्धान्तो से सेकड़ौ नये सिद्धान्त उत्पन्न होते 
हे जिन के चङ से बड़ बड़ कटिन प्रदनो का उत्तर सहज मे निकर सकता हे । 
विद्या्थियो को चाहिये कि जिस प्रन मे जिस सिद्धान्त से सहज मे उन्तर निक- 
ख्ने की आदा पाई जाय उसका उत्तर वड़ी सावधानी से उसी सिद्धान्त से 
निकार ! उत्तर निकालने मे सीमा का विचार वड़ी सावधानी से करना चाहिये 
क्योकि सीमाहीसेतोष्षेचर्वेधादहे ओर जव सीमाद्ी चिगड गदईतोषेवदही 
दसय हो गया इस ल्थियि जिस का फर अपेक्षित डैउसका फर सीमाओंके 
विगड़ जाने से कथमपि न निकङेगा । जँ कदी सीमाओं मे संदाय जान पड़े 
वँ वक्र क्ष्न की आकृतिं वनाकर सीमां का ज्ञान कर खो । 


9१ 
। 
१, 


चखरारिकलरः । 
अभ्यास के स्यि पर्न | 
१ जिसच्रका यरः यदह समीकरण उसकेचापके य यक् छे 


चासे ओर घरमने से जे घनक्षे्र दोगा उसका क्या पृषटफट दोगा । 


[क 


(~त = ष्‌ 7 क [नस व 
२] रकः डय यह वक्रय अश्च के चारो ओर धूमक्रर जो धनश्रेज वनाता 
है उखक्रा पृष्ठ फर क्या होगा । 


॥॥ 


य्‌ [ष्‌ ऋ धूः वप त्र 
३। चक्राखद यदि दिरःस्थानगतस्परीरेखा के चारे ओर धूभकर घनक्ष 
वनावे तो उसका सम्पूण पृषटफट कया दगा । 


६। 


३२ग्क्‌ 
फ 
2] यदि चक्राख्द्‌ अपने आधार के चारो ओर घूमकर घ्रनश्ये वनाघे ती 


ड० 





उसका सम्पूर्ण पृष्टफक क्या दोगा } ० र 

५ जीतर (11301015) य अन्न के चाये ओर घुमकर जो धनक्षेत्न वनाता 
है उसका सम्पूरणं पृष्ट वतावो (दश्वो पक्रम देखो) उण छन्गः 

श्च ष्यक गोरुकोदो तुल्य समतरपरिधि रूप ज से ( जो कि गभभितिज 
पर छस्व है ओर जिन के आधार दत्त का ध्यास गोर के व्यासाद्धं लुल्य ह ओर 
जिन के अक्च गोल ऊ उन व्यसाद्धोका सम हिमाग कस्ते है जिनके योगसे 





ग्भैभधितिज का व्यास चनता है) आर पार छेद डाटा तो अवक्िर गोट के भाग 
का पृषफट क्या दोगा | 
उ० अवरिष्ट भागका पृषटफर गोर व्यास के वम का दुन होगा 


(२५२ परक्रम का (९) उदाहश्ण वख । सीया क विचार अच्छी तरह - 
से अरो ) 





७] जिसवक्र का र~-अ--यदटा -ञ- यह समीकरण टे वह यटि 


य 
यक्ष के चासे ओर धरुमकर घनक्नेच दनाचे तो च = अ, च = अक इस के भीतर कं 
खण्ड काक्या प्ृषटफट दोगा ] 


५१५ 


# 


उ० ४-अ 4 «८^(१+क)-\^२र ~+ खा क (र + \/ २२) 
२ ^(र+क) 

[ह र ब~ त व । ् 
< जस चक्र के समीकरण पर से रताय =--(अ--र)> रतार फसा 
सिद्ध दो च अघ्न > चाये ओर उसके घुमने से जो घनश्च होगा उस का सम्पूर्ण 
पृष्टफल क्या टोया । उ०२-अ) 


अभ्यास के खिये षश्च) २५७ 


९। एक गोर को एक समतखमस्तकप्रिधि सूप शङ्क से छेद डाला तो 
छेदित प्रदेश का क्या पृषटफर होगा ! इस प्रन ये इतना जानते है कि गोर की 
परिधि ते शङ्क की आधार परिधि आधी है ओर शक का एक प्ष्ठसूत्र गोलगभं 
मे होकर जाता हे। 

उत्तर, यदि गोट का व्याला = अ तो अभीष्र पृष्टकर = २०अर-४अः | 

१० एक गोर जिसका व्यासाद्धं १५ दाथ है उन दो समानान्तर धरतलों 
से कारा गया केन्र से जिनका अन्तर क्रमसे, ७ हाथदहैतो धरातल क्रे कीच 
मे जो गोखण्ड है उसका पृषटफट कथा होगा । 

० ३७६.९९०८ च्म हस्त । 

१९। पृथ्वीके पृष्टस कितनी ऊॐचाई पर पृश्यीकेपृष्टमाग की तिदाईदे 


[& 


पडगी । ड० प्रथ्वी के ग्यास के समान ऊंचाई पर। 


१२। णक सखमलूच्याक्रार शङ्क के भीतर एक गो वना हुआ है गोलक 
का व्यासाद्धं चि ओर गो के केन्द्र ओर शाङ्कग्र का अन्तर (अ) है तो 
अ जिः 
ध्य 





शङ्क ओर गोर के पृष्टफलो मे क्या सम्बन्ध होगा । उ० स = 


१। अ, क गोर के व्णालाद्धं क्रम सेयर ४ दाथ इन के प्ृष्ठफल 
केयोग के समान ग गोट का प्ृष्ठफरूहैेतो वतावोक्षिग गोर काक्या व्या 
साद्धं होगा । उ० हाथ 

१४। यदि एक च्िभुजजो कविय अश्च के एकी ओरदैय अक्के चासे 
ओर घूमने सरे घनक्षेत्र वनावे तो उसका परष्टफल कसे निकारोगे । हर एक भरुज 
को वलृाकर य अक्षसेभिलादो तो भुज के धमन से वधित सुज मी घुमर 
समस्सूची चनावेगे फिर इन सूचियो के पृष्टसू्रो की सीमा तीनो भुज क्रमसे 
कपना कर सूची खण्ड के पृष्टफलो के योग से अमीर पृष्टफर जानटो-। 

१५ दो समानास्तर धरातल के काथ्ने से एक गोर खण्ड एसा उत्पन्न 
इञ कि उसके मुखपरिणि कां व्यासाद्ध' (अ) आवार परिधि का व्यासाद्धं (क) 
ओर गोखखण्ड की ऊंचाई (उ) दीक ठहरी तो उस गोखखण्ड का समर पृष्टफल 


क्या रोगा) 
उ० [र्ठ अः ~+ (1 + उ + कः+ अ | 


१८ 


२५८ चरख्यरिकलन । 


भ 


द| र=अ(क+य) यह वक्रय भ्न के चारो ओर घुमकर जोधन 
खेच वनाता है उसका घनफ सिद्ध करो क्रि 


म्र र य्‌ [ख (न्य 
->अ(क+य)ः _ +खि यड दह्येगा 


९७ य अक्ष के चारे ओर घूमकर यदि र(य--अ क) = अश्य(य--गक) 
यह्‌ चक्र घनश्च चनाचे तो सिद्ध कसे कि 





0. 4 = 
धर-घ१ = (अः { प; क(अ-ग)(य~-यः) + अक '(अ-ग)टखा यअ 
र आओ मक्त [+ ५ अय(य-उञअ अष ५ 

१८ य अक्ष कं चासे ओर घृसकर यदि र = =ब-्दी) यदह अध्न घन 

क्षेत्र वनाघे तो ° ओर रेअ, य के मान मे क्या घनफट होगा । 
् (९५--शद्ला२) 

१९। रिरः स्थानगत स्पशरेखा के चारे ओर घूमकर चक्रारद्‌ जो घनत 
वनाता है उसका क्या घनफर होगा उ० अ 

२० - यदि आधारः के चासे ओर चक्राख्द घुम तो कया घनफल होगा 1 

० धन्ं / 
२१) अपने असीमपथ कं चारो ओर घूमने से जो घनक्षेतर 
५३ ॥६.॥ 

रः = -य-- यह वक्र वनाता है उसका घनफल क्या होगा ! उ० ग््प्थ 


रम-य 
२९ अपने असीमपथ के चाये ओर घुमने से जो घनक्नेत्र 
र = र र यह वक्र वनाता है उसका घनफल क्या होगा । 
उ० म्य] 
२२ जिखं चक्र का (र-कथै = दअ य यह खमीकरण है वह र अक्ष के 
चारे ओर घुमकर जो घनक्षे वनाता है उख मे चासते ओर से यिस इभा जो 


९ 
भाग है उस का घनफङ क्या होगा । ४ ऋ 


२४ जिस गोटखण्ड मे सुलव्यासारध (रः ) आधार व्यासाद्दं (२) 





ऊंचाई (वे) उसका घनफट च्या होगा । उ० ~ 1 वेः+- ३ (रः + रः ) 
1 
२ जिस चक्र का र = २ मय + नयः यद्‌ समीकरण है वद यदि य अघन 


= भे ् 
र 


दै कि क, 3 
कं चारो भर घुमक्रर घनक्षे् बनावे तो सिद्ध कसो कि 


अभ्यास के द्टिये पश्च । २५९ 


घः १८५यर--य य 
५-घ, = श्यः यप. र ध 1 स्‌+सं- (कये | 


~~ 


२५ एक समसूची ( जिख का शिरमकोण ६०० है ) के भीतर एक गोख है 
जो किं सूची के आघार ओर पृष्ठसू्लो को स्पशं करता है! यदि गोर कान्या- 
साद्ध' (चि) हो तो गोर ओर सूची से चने घनक्षेत्र का क्या घनकल होगा । 

द 

रदा] य अक्ष के चारो ओर घूमने से जो घनक्षेच श्रु" = अभय-रः) यह 

वक्र बनाता है उस का क्या घनफट होगा । 


षृ अः { १ न 
1. } 
२७। जिस वक्र मे श्रु = अध्या +कर्रःहै वह य अश्च के चारो ओर घूमकर 
जो घनक्षेच बनाता है उस का घनफल निकाटो । 


ख 





दस मे म7क समदय । 
२ २ 
२८] २७ वें प्रत्न मे यदि अ =क तो घनक्चेचर काक्या फर होगा) 
8 7 अः 
० 
म 


४७१ 


२९। यज्व परनका वक्र यदि र अक्के चाये ओर घूमेतो घनक्षे्का 
क्या घनफर होगा । 


9 पञ \८अ् करः 
य्‌ (स्कः देथपेक + -------- ज्या, (जक, 


ध 
कर 
सस्पूणे घनफङ क्या होगा । ० -&्थक्‌ 


४ 
` ३१। जिसके पृष्ठ का दर २ यह समीकरण दै उसे यदि यर 


" घरात के समानान्तर धरातल (जिसमे ठ = ग) से काटे तो कटे खण्ड काक्या 
घनफर्‌ होगा । उ० म्अकगः 


[4 ५ 
३२ जिसके पृष्टका + ङः = त॑ वि न यह समीकरण हैः उसे 


ध यः ख" 
२० जिसके पषठका उह + -क् + -क = यद समीकरण हे उसका 


२६० चरूरारिकखन } 


यदि यर धरातल के समानान्तर धरातठ (जिसमं खच) सेकाटेतोक्टे 
खण्ड का क्या शघननफडर होगा | 
चः चर | 
ण्य नि 
[८३ स क्त | ज टगर 


३२। जिसके पृष्ट का (-)र + (--)र + (< )र=१ यह समीकरण द 


%९ | ध ६ 
उसन्ता पथम पद मे जो खण्ड हे उसका क्या घनफर होगा । उ० ५, 


३५ जिस के पृष्ट का (-)3 + (--)3 + (-< -)उ = १ यह समीकरण है 


अर्कम 
उसका सम्पूणं प्रनकख कया होगा 1 उ० -उ- 


९३ 
डः = 
2 लजिप्तके पृष्ठ का (यः+ + र) = २ज्ञध्यररु यह समीकरण दै 


रर 


उसकौ सस्पृणं प्रनफङ कया होगा । ॐ० र 


+ 


(१८२ क्रम देखो ओर श्वुका परमाधिङ भमान समीफस्ण को अभीय 


समीकरण मे वद्र -ईय- यह जान खो) 
२\८ २ 





३६ जिस चिभुज के तीनो भुजक्रमसेभ, क, गहे वह यदि ग मुज के 
धासो ओर घरूमकर प्क घ्रनक्षे्र बनावे तो उसका कया ्रनफङ दोगा 1 


यदि स = य +-क-ग तो घनफट = ४ स(ल-ज)(्-क)(न-ग) 


ग 
३७ जिसके प्र करा खत = अयः-+ करः यह समीकरण = उसे यदि 
यर धरातल के मानान्तर धरातक से काटे (जिस धरातल मै ङ =.) तो कटे 
खण्ड का क्या घनफट होगा । =, _ गरखा 
(न + १)५८ थक 
३८ जिख चत्त का व्यासाद्ध अ है उख मे एक पृणेञ्या केन्द्र से ग दूग 
पर दे इस के उपर काचाप डस पर्णस्या के चासे ओर धमकर यदि घनक्े् 


चनाचे तो उसका क्या घ्रनफर दोगा । चाप को समन्नो कि परिधि के आये से 
खोखा है ओर कोज्याय! = 1 १= कोण का चापीयमान । 


० अमीर घनफदट = २7 अ { (रथः + गीेच्यायः -- गप, | 
> 


ष 


अभ्यास के दिये प्र्च। २६९ 


३९] य अक्ष पर. जो पूर्णस्य (ग) ङ्व है उसके चासो ओर घुपकरः यदि 
पर्वखय का चाप घनक्षे् वनावे तो उसका कया घ्रनफङ होगा । 
उ० यदि पर्णल्या के आधे पर जो स्म्ब ख्डा दहो वह जदो 
परवख्य के चाप मे छगे उसका मान पणेल्याद्धं विन्दसे 
कग 
१५ 
४० एक गोर जिसका यासाद्धं (भ) है एक धातर से जो गोल गभं से द्‌ 
दूरी पर हे काटा गया ह| काय्नेसे जो गोल मे एक वृत्त वना उसे आधार मान 
दो समसृची वनाया जिसके वेध क्रम से, अ +द्‌, अ-दहैतो दोनौ के घनफटो 
का क्या अन्तर होगा) उ० दण्द) 


क मानोतो धनफर = 


४९। एक परचख्य के य अश्च पर केर कर्पेना कर एक वृत्त वनायातो 
यह चन्त परचख्य की पक्र राखा मे दो जगह जं पर लगा उनके कोयियोका 
रम्च रूपी अन्तर क ट्देरा ओर यद वृत्तय अश्र कोदो जगह जो कारा वे 
दोनो विन्दु परवटख्य कै मीतर दै । अव यदि परवल्य ओर वृत्त दोना साधी य 
अक्ष के चासो ओर घरमे तो परलय ओर वत्त के सस्पातान्तर्गत परवलय चाप, 
ओर वृत्तचाप के वश से एक घनक्षेच होगा । वतायो इसके घनफट का क्या मान 


4 
1 


होगा | ड० त, ^ 2 


७२। जिस गोट का व्यासाद्धं (अ) है उसे गो गर्म से (ग) अन्तर पर जो 
धरातल है उससे कार ला । कारनेसेजो गोखाद्धं से अस्प खण्ड दहै उसका 
च्या घनफट होमा । उ० ॐ (अ--ग)* (रअ + ग) 

७३। पस्वख्य का रः = ४ अय यदह समीकरण दै ! य अघर मे केन्र कल्पना 
कर परवख्य के चिन्दुकामु-२अ दै उसे स्पशं करते हुए एकच्रत्ता्धं बनाया 
जिसके केन्द्र का अन्तर परवख्य के चिरस्थान से (४ अ) दूरी पर भुज की ओर 
दै। यदि पस्वल्य ओर ठृत्तादं दोनो साधीय अश्न के चागो सोर घम कर 
घनक्षेचच वनाचं तो गोटखशृषठ ओर परचखय सम्वन्धी पृष्ट के भीतर का च्या घ्रन- 
फट दोगा । उ० अः 

&४। लष्ुद््रासाग्र पर जो दीर्थवृत्त में रप रेखा हे दीर््वरत्त के परिधि का 
चतुर्थाशं उसके चारे ओर घरूमकर जो धनष वनाता दै उसका क्या घनफट 


होगा । ० --25(!०-२) 


(जो लघुम्यालां = क, ब्रदव्यासादधं = य) 


1, 


२६२ चटखरारिकख्न । 


५ पक गोटे के नीचे उपर छद्‌ कर उसके भीतर एकचोगे कोर्ख 
[य ५९ [> (= स. [# ४ ^, „५ € 
दिया तो यह चौगा उसके भीतर चौचक वेढ गया यदि चोगे की अचा (ग) दो 


तोचोभेके पृष्ठ ओर गोलके पृष्ठुके भीतर जो घ्ननक्षेच होगा उसका क्या घन- 


न । प्श 
फट दगा) ड० सॐ 


~, [स च 
४६। किसी घनक्षेन मे पष्ट के प चिन्दुका मूढ विन्दु से अन्तरश्रुद्यो ओर 
प जिन्डुगत स्पर्खधयातल पर मूखविन्ढु से छम्ब = श्रुकोज्याप यौर पृष्टफल कौ 
तात्काछिकी गति = तापरुतो सिद्धकरोकि 


घ= ॐ | कोज्या । 
४७। जिस सूची के खण्डमे मुख परिधि का व्यासाद्धं (चिषे आधार 
परिधि का व्यासाद्ध (चिर) ओर वा धे) है उस का घनफल कया दोगा । 
ण्ये 
० ~ (रि + चि, चिसर्+चिः) 


४८ समस्चियो का प्सू (ग) स्थिर हे । जिसका सव से अधिक घन- 
फट हे उसके शिरःकोण का क्या परमाण होगा। ° कोज्या "५ 

४९। एक समतखप्रस्तकपरिधिरूप राङ्क के एक पृष्टस कौ अक्ष मान एक 
समसच्याक्रार शद्ध वनाया। यदि दोनो शङ्कञओ का आधार (अ) ओर वेध (अ उ) 
टोतो पटले श्से सूलीकेजो दो खण्ड होमे उनके पृष्टफख ओर घनफल क्या 
होगे । उ० क्रमसे खण्डोके 


पृषटफर. ९०८८९ + = 2-२,८ (२ + ३०० , २० ८८ (१ + इ १ + ८८२५ २६ रद)अः 


इअ, 


जर धघनफलः <+ ९०८ २--२४ इथ, ९९--२.०\८ ददन 
श्‌ १८ 
अप्रः 


क्रा द्धः ड उसे 
ए क्रा ठ + यर --ग्ः = ० यह समीकरण हे उसे उन 


[० 


५०] के 


५ 


टो धगनलोसे जिनमेय=०य अहै काथतोदो धरातदौ के अन्तगैत 


= म्य गर 
२११ क या धवनचफटं दगा | ॐ० ------ 


4 
७ 


अभ्यास के लिये परश्च) २६३ 


भश, „9 


५१। यः+ र = गद, यः+ र = अय, मौर क = ° इन तीनों पृष्टौ के अन्तर्गत 


4 
घनश्च का क्या घनफङ दोगा । उ० = 


- {श्ज<्वोँ प्रक्रम देखो) 
ण यः , र (ख 
५२। जस पृष्ट का (द्र + -द्ग + -तः 





= १ यह समीकरण दहै उसका 


> अ्कगः 
य 


८५ 
9 


सम्पण घनफङ क्या दोगा । 


(१८०वो परक्रम देखो) 

५२। एक पुजारी ने ठाङ्कर जी के सामने जती धूपवत्ती खोसने के लिये 
मष्टी की एक समसूची वना रक्खी थी । एक दिन एक धनी खाक्रुर जी के दशन 
के लिये आथा ओर चलती वेर उस समसरची के रिरे से आधार तक एक सूत 
से नापकर कटा किं देखो यह १० अङ्कख का सूत इया इसे मै याद्‌ रखने के लिये 
जेवमे रख छेता ह तुम इस सूची को खूव खोखटी कर किसी दिन मेरी कोटी 
मे आवोतोमे उसे सोने से भर दूंगा । प्रातःकार पुजासी ने एक ज्यौतिपी से 
आकर निवेदन किया कि महाराज्ञ आय एक मधी की खोखटी समसूची एेसी 
वना दीजिये जिसके शिरे से धार तक सर्वच दृश अङ्कढ रहे ओर भीतर सोना 
भरने के लिये जगह भी खूव खुलासा रे 1 ज्यौतिपी ने गणित दाय उसके 
आधार परिधि कामान निकाल पुज्ारीको वता दिया कि इसी परिधि पर ददा 
अङ्क पृष्ठ सूज से किती कोहार के दारा समसूची को वना । वतावो ज्यौतिषी 
ने आघार परिधि काक्या मान वतखायाथा। ० यदि व्यास्तपरिधिका 


सस्वन्ध छ हो तो आघार परिधि = -\^ < = ५१२९ 


इति अण्माध्याय | 


२६४ चङरादिकलन । 


अथ नवमाध्याय्‌ । 


सान्तचदलानयन । 
१८६ जिस तात्कालिक सस्वन्ध का सायारण रीति से अनन्तचलका 
ज्ञान हो जाता है उस मे दोनो सीमासो का उत्थापन देने से उस के सान्तचट का 


भी जान हो जाता हे । इस ख्ये सान्तचल का भूक अनन्तचरू दी ठहरा तथापि 
बहुत से स्थाने मे अनन्तचङ का रूप विना वनाये खाघव से सान्तचर का मान 
अग जाता है ज्ञेसा कि ५७वे प्रक्रम ये कुछ उदाहरण दिखा आये है ओर बहुत से 
स्थानो मे जदह अनन्तचर का सान ठीक टीक नरी जान सकते वरहो भी इस 
सान्तचल के नियम से अनेक चमत्कृत सिद्धान्त उत्पन्न होते है इस लिये इस 
अध्याय मे कुछ सान्तचलानयन फे प्रकार लिखे जाते है । 


आज तक जितने सान्तचलो का ज्ञान इञा है 7 एललाऽ त पथ 
ने सव को एकदा कर के सान्तचलसारणी (20168 ५ 11681216 12011165 
के नामस छपवा दिया है! जिन को इच्छा हो उसे देखे हम यहां पर कुछ 
रीतियो को दिखलाते है । 


श ए 
१८७] ॥1 ज्या मय ज्यानय तायदटस का मान जानना चाहते हे । जह्य 


म, न अभिन्न घनात्मक संख्या है ओर म 7 न । 


यद्यं ज्यामय ज्यानय = -कोज्या (म--न) य--कोज्या (म + न) य. 





२ 
दरस लिये | ज्यामय ज्यानय = न 2 ६ ~ 
18 
ओर ॥ ज्यामय ज्यानय ताय = ० 
५ र ५. ८. (१) 
इसी प्रकार 1 कोल्यामय कोञ्यानय ताय = ० 


यद्विम=न ओर अभिन्न घनात्मक तो 


[च्यामय ज्यानय ताय =  [ज्यानय ताय = | न्या न २ नय). ताय 


सान्तचङनियन । २६५ 


उयारनय्‌ 
1 





य्‌ 
3 | 


८४ 
|| ज्यानय = 2 , इसी तरह ध कोञ्याध्नय = २ | 


१८८1 [२ ज्यागय कोज्यान्य ताय इस का मान जानना हे । जर्यो म ओर 


म अभिन्न धनात्मक संख्या है । 
यदो २५ चे पक्रम से ध 


कोलञ्यान-प्य ज्याम+ध्य 
ज्याय कञ्यान्य ताय = ~~~ 
[ज । (स प समनं 


+ न~ (ज्याण्य कोल्यान-ध्य ताय 
सन 


वा [ज्या कोस्याय ताय त ज्याग-श्य क्रोज्यान्य ताय 


_ _ ज्या ष्य कोज्या१+भ्य 
भमन 
इस लिये दोनो पर से 
[* उ्यागय कोल्याच्य ताय व उ्याम्य कोञ्यान-प्य ताय 


[19 0 
ल्याग्य कोञ्याग्य ताय = ५ | 2 ज्याय कोञ्यान्य ताय । 


॥-। 


इस लिये म ओरनसेसे कोई चियमदसि तो सहज मे सान्तचरु विदित होगा 
मक स्थानमेर२म~+१ का उत्थापनदेनेसे 


छ न २ “क 
[* ज्या ^प्यकोज्याच्य ताय = -रूननयर ॥ ° ज्यापम-ध्य कोञ्यान्य ताय 


दस दिये बार वार क्रिया करमे से 


#\१ 
|| र ञ्याम+भ्य कोज्यान्य ताय 


1 


(२ स 
सतन एल्मतन् शल्य ॥ ज्याय कोञ्याच्य ताय 


रद्द चरुयािकखन । 


परनलु [ज्या य कोञ्यानयताय 


कोल्यान~ध्य 9 ~ (4 
न १६ उ्याय कोञ्या"्य ताय = --- 
न्‌ +९ न+ 
इस लिये 
४ २४६ २म 
| ° ज्याय कोज्याच्य ताय = - त्क लकरो ठम्कन्यसः (२ 


9 


एत्‌ ह ५ +~ ५ 
दसी प्रकार न यदि विपमहोतोनकेस्थानमे सन+१९ का उत्थापन देनेसे 


(॥ 01 
र उयाम्य कोर्याप्न+ -----न - (२ उयाग्य कोज्यान-ध्य ताय 
1 ज्याय कोञ्या-.' "य ताय = नतय ॥ ज्यायकोञ्या यता 


9 


२न(रन-२) २ 
(नरन ल--रन-१) लड ॥ ज्याय कोञ्याय ताय 


२४५ २न 
(मर) (मर) (म-रन-+१९) (३) 





इसी तरह 


॥ 


© 


}>े 


13 प्र 
ज्या क्य कोञ्याःन्यताय = नौ | > ज्याय कोठ्या न-च्य ताय 


0 


ग (४ (^. 
(रमर) (रमन) (रमनन्न) ज्याय ताय 
4 "(म 9 

८५.०.९६ ्रम-रन) ˆ इण (४) 


चहुत सान्त्चलो का रूप उपर के आक्रारमे ख सकते द्ये 1 
जसे यदि य = स्प 


~ ०० लाय 9 
ता कोञ्यान द द्यस्य 
ध | ++. | ~. 
9 


(७१) पक्रम के (2) समीकरण से) 


१३ (-न-3) 
= उद्द ठन र (द्रवे प्रक्रम के (१५) उदाहरण से) 


सी तरट य = अ ज्याप माननेसे | 
॥ 
॥ 


श 6 


सान्तचदानयन | २६७ 
ओर य = अ(९-कोज्याय) मानने से 
म॒ श 
 [ अ(स्मय--यः २ ताय = अ+ | रज्याम+ श्प ताप इत्यादि 
© | 


०० फ़ (य) 


१८९। ॥ ताय इस का मान जानना है जटा जानते है कि फा(य) में 


~ % फ (य) 


जोस्वस्रेवडायका मानम्नदोतो (फोयमेयकासव से वड़ा घात न-२ 
के समानवा मन--र्सेक्रेख है ओर फा(य)=ण्द्समे य का मान कोई 
सम्भाव्य संख्या नही है) इसयिये यट स्प हो जायगा किय के सम्भाघ्य 


मान मे क्य अनन्त के तुल्य नही होगा । 


मानो कि फा(य) = ० इस मे एक जोडा असम्भाव्य मान 
अ, +ऋ\\८ - ` अ(-क\\८- धये है ओर १अबे प्रक्रम से म उस का रूप 
खण्डभिन्न मे ठे आधे तो इन दोनो मानो के वश से एक खण्ड-- 


0 अआ! का्‌५.८-? 


सिन्न दसय = _आा-का१८--१ च 


=---- ! <. --~ 

य--अ९+ क?\८-- ९ † य--अर-कः\८-१ 

म्न (य--अर) + रकारक! 
(य--अ,)*+ कः 

इस प्रकास्सेदोदो खण्डमभिन्नोकायोग करनेसे 


व; 


इस लिये दोनो का योग = 


फ(य). _ _ रआार(य-अप) + रकाए्क!_ +. रजा (य--अः) + रका-क> 
फा(य) (य-अर + कं (य--अर)' + कर 





रान (य--अन) + रकानकन 
1. 
# (य--अन)+कतर (९, 


( जह ओर दो दो अखम्माध्य मानो के वरा से आ, अर, इत्यादि सिद्ध हए है ) 


(९) मे समच्छेद्‌ करने से स्पष्ट है कि दहने पश्चमे यका गुणक 
(आ + आर + आए + ` + आन) यह होगा परन्तु चाये पक मे अर्थाद्‌ फ(य) में 
यस्न-९ का गुणक ° है क्योकि मान लियादहैकिप(य) से सवसेबडा यफा 
घात र~ के समान वा रन-र्से छोया दै इस ख्यि सरूप समीकरण की 
विधि से आः + आर+अआ + ` +आन =०। 


२६८ चटरादिकन } 


(१) मे प्क खण्ड का चर साधारण रीति से 


रआा१५.य--अशताय पकाएकष्ताय = ६९ 3 
> )२ ध कः || 6 तै ः +कः आष्ट ॥ (य-अष्ेः +कः } 
९ 


+ सकस [ (क-म) 
क्रा 





4 2 रकाःकताय 
छि --- ¬ = रकाः 
+ | य-अशर)ः +कः | 
= 
०० २आ?(य--अ,)ताय इत मे (1 = 
सममानयो कि = - = = --- 
|| अर) +कः ४ "श्ण इरप, 


जौ ए= ०, अव्र आखा { (य--अरोः+कः} इस मे य के स्यान मे 


भ 4 श उः त ४ ४० 
क्रम से ---,- -~ का उत्थापन दे कर अन्तर करनेसे 
इष्य ` इरण ४ & 


00 रआऽ(य--अ?) ताय श २.२ 
=-= ~ = आ+ ड ल्ल ~अ.) ~क 
॥ (य-अशेक+ः ५ला 1 ष्ण क । 





= 00 
= व 
ला {( एत अः +कः} ] 


[ क) २}. रर 
=मा.[ला { (च 


(९ इअ) + इकः } ] 
= आष्टा { 4 य } ग्ण द | 
इ (१२ +उरअष्प) + इर्कप इ 
= सारदा --, एकामान डुल्य माननेसे। 
इस प्रकार से (९) मे एक खण्डभिन्न सम्बन्धि ०० ,--= सीमाओं कं भीतर 
का मान = र्मा च + र्का» यह सिद्ध हा । 


इसी तरह (१) के सव खण्डभिन्नो के = ००,--= सीमा के भीतर सान्तः 
च्छोकामानलेआकरयोग करवरेनेसे 


०० फ(य) ~ ¢ इर 
फा) ताय =२ (आाः+अआः+ +न) द [> | 


"~ 09 


सान्तचटखानयन । २६९ 


+ २८ का! + का. + ~ + कान ) 
= म८्(का९+कार+“-+कान.“- - (२) 
१९० उपर के परक्रम संवेधि एक उदाहरण अत्यन्त चमल्छृत दिखाते है । 


= | ०० य "ताय 


मानोकि | हये द्स का मान जानना है जर्टो न ओौर म धन अभिन्न 


संख्या है ओर न7म यहो मानोकरिंयनः+१-० इस मणक मानञ्देतो 
६ ए उ(स्म+१ 
स्पे परकवसे भा--का५८ १ = -- दन ओर चनकलन के ३१७बे भक्रम 





से अ, कोज्या रच 7 + ९८ -? ज्या ++ १ इस चार का दोगा जिसमेक कोई 
धन संख्यान से छोटी दे] 
दस लिये अॐसम+र = (कोज्या स+» + ९८ ज्या कुद नोना 
= कोल्या--क~ (स्म + १) ‰८- र ज्या ^ (स्म+) 
= कोज्या (गक + १) प + «८ --१ ल्या(रक + शेप, यदि (म्य = प 
इस लिये असम्भाग्य ओर सम्माव्य को समान करने से 


कोल्या(रक+श।प _ \८-र्ज्या(स्क+र्ठेप 
रन र्न 


+करमेस्थानमे ०,९१;२+* ---“ '"्न-श१्कां 





आ का५८-९ = -- दरस मे 


का, = वयक १) (३। 


उत्थापनं देकर योग करने से 
का१+कार्‌ *+कान 
= दन { ज्याप + ज्यारेप + ज्याशप ` * * + ज्या(रन--श्ेप } 
इस मे यदि स = ज्याषर~+ल्यारेप +. . -+ज्या (रन-र्ष 
तो २ स चञ्वाप = रल्याष्प + रज्यापल्यारेष + ` ` + रज्याषरज्या (न-र)ष 
= १--कोज्यारप + कोज्यारष-कीज्याछष + 
+ कोज्या (सरन--२) ष--कोल्यारनप 
= १--कोञ्यापरनप = रञ्यानप = रज्या, (स्म+ १) २=२ 


श १ 
इस लिये प = ~~~ = -उ्व -लस् 1) 1 
ज्याप ज्या दत 


इसका उत्थापन उपर के मानमेदेनेसे 


० यप्ताय _ १ २7 श पः 
१+य्‌ "न ज्या ~र ८ नन्या 














२२७० चरूरारिकरन । 





ट 


न्म्‌ 
॥ ॥ सत मे ताय(चतुथौम्यायके (ए) अभ्यासाथं मदन से) 


© 





~~ (०० य < ८4 
१९.९॥। | च ताय उस का मान जानना दे जही न८^म आर दोनं { 


धनात्मक अभिन्न संख्या ह । 
इख के जानने के लिये परे दिखटाते है कि 


(& ताय्‌ __ ^, 
८ श्य 


© 


क्योकि | र ट्श थ । । र प श्पक्रम के (१)समीकरणसे) 





१-य 
रः ~ (०० ताय १ तार तार १ ताय 
व 1 
श © © [५ 


(७१ प्रक्रम के (२) समीकरण की करपना से) 
इसका उत्थापन देने से 


ताय _ (१ ताय 2 ताय _ /१ ताय १ ताय _ 
+ ह = |= = ० 
१-य -य -य १-यः १-य 
श थ ४ 
यह सिद्ध इ 
०० यम लताय क 
अव || ह > दन चस मे स्पदे कि १--यन = ०इस में दो सम्भान्य 


भ, 


मानय करे अकवेगे प्क+१ दसय --र इस लिये खण्डभिन्नो मे + १,- १ टन 


टोनो मानकेव्छासेजो ठो भिन्न दोागे उन का योग = 0 क्सः य होगा । 





10 


[3 


लिये उपर की य॒क्ति से 


4. क 


[६ ०० ताय षि 
यरः = ° । वाकी खण्डमिन्नो मे न--१ जोड़े असम्माव्य मान 





हागे टस च्य 


व 
दयन = (का, +का- ~+ कान) 


सान्तचलांनयन । २७१ 
यरो भी उपर दी कौ युक्ति से 


का +का-+ ¬+कान- = = { ज्यारपनल्या ध्य +." +ज्या २(न-१)१) 
जदो पटे के एेसा प = (२म+१) 


यो पर भी सरखधिकोणमिति की युक्ति से सव जीचाभो के योग 
कामान = _कोज्याय--कं गिञ्या(रन-श)प्र 


= (रेम+१)7 
र्ल्यत् कोस्प (न 
न्म 
> ००य्‌ ताय _ : कोस्प २म+११८ 
इस लि | -ट--यन्त ~ स्प श्म 7्८। 
© 


दरस मे ओर ऊपर कै प्रकम मे यदि यन= ट ओर अ 


प+-१ 

= २ 2 1 

| ०० यमताय । ०० छ प्ता , । 
१५-य १4-ट ज्याप्य ॥ (२) 

४ श 
< (०० य'प्ताय ०० छन? ताद 
सर त --------~ = 'प्कोस्प अप्प 

१-यः ठ ॥ | 


[9 


यदहोम, यौरन के वश से सिद्ध कर सक्रतेहो कि थ सर्यदा धनास्मक आर 
१ से अस्प दै) 


१९२। उपस्केदो प्रक्रमोमेजोदो सान्तचर आये है उनके वल से अनेक 


ति 
रूपान्तर वना सकते हो ) जैसे ऊपर के धक्रम के (१) समीकस्णमे यदि 
ह=ख्मतो 


५ ताह _ अम 

















स्यातं १ य 2 = अन्कोस्प [181 
० +इं ५ 8 १-दम 
इनमे त = -- माननेसे 
० वाद्‌ ग ० ताह 7 > (५ 
तं = ---- = -° कोस्प ->- . * (१ 4 
१+दह तज्याक्ञ' १-दत त त ) 
© 
५९/ [= कक [म्स (१ 
जहां तं घन ओर १ सं आचके) 
ओर (यताय १्यन ताय ० यन्ताय 
+य १५य १+-यः 
न य 
नतु यदिय= ऽतो {° यनताय _ [? ताट १ य-ताय 
परन्तु यदिय= रतो न्क च ------- 
श 


6 १-य 
श ् 


२७२ चलरारिकरन । 


र्न्‌ 
५ य ताय [ध्य वय 4... 
+य 
ष (प 
ओर १९० पक्रम के सान्त्य मे यदि न=१, ओर २म=न८१ मान 
~ > (०० य॒नताय __ __ ए (८. ५4 .. (ॐ 
चेतो | रङ्स्य 


(२) से (२) का मातत 





~ (4 1.1 1 
२ कोज्या र्य यय य 
© © 
इसी तसह 
न. न__ न 
> स्प-नग ~ । ०० ताथ = १ य 2 ताय ., (५) 
२ ९ १--य य--य य 
9 


© 
£ क ( हे 
सर्य समघ्ोकिन ८ १ द 
(७) ओर (वे मे यदि यनदइ- ग्ल ओर अ =नृष्तो 


०० इ + ताल = छे । [= द ताल = स्म 
ड्‌ ठ द र्लं र ॥ इ "ऊद्‌ ड २ 


* (द) 


इस तरह से सेकड़ौ रूपान्तर कर सकते हो । 

१९३ इख सान्तचटानयन की विधि से फट मे चाषे जिस वणं को स्वतन्त्र 
मान उसके वरा से चाहे जोन सा तात्कालिक सम्बन्ध जान सकते है । 

जैसे ॥। फ(य)ताय इस का ताक्कायिक सम्बन्ध क को स्वतन्त्र मान उस 
केव से निकाटना दै जहो यद जानतेदहै कि फ(य)मेक नीद ओर क ओर 


अ यद्य यदि  [फ(योवाय = फा(य) + स्थ, 


तो || रफ(य)ताय = फा(क)--फा (अ) दोनो परस्पर स्वतन्त्र हे । 


र£ि < र ~~. 1 -) ताफा (क) [- क्र = वड डे ट्ट धव 
इस लिये त { फा(क-फराअ)} = त फ(क) यह वड दख 





से सिद्धटो जाता दहै उस्फे चयि यृस्पके छोगोकी करना जो शड्‌ दण्टर 


दृस्याटिकोानेचिखीटे सो दिखानेदहे। 


सान्तचलानयत । २७ 


(~ कृ 
करपना कसे किं स= || फ(य)ताय 


ज 


ओं जव बदर के क + ^क इथ तव स का मान स+ ^+स हुजा । 


इस लिये स + ^^स = स ^ ग्फ(य) ताय 
अ 
इस खिये «स = [# & ^क(वोवाय-- | म फ़(य) ताय 


२.1 
3 ।#ि + ^~क फ(योनाय (४९) भक्रम के (९) (समीकस्ण से) 
अ 
परन्तु ध्ये प्रक्रमसे 
| १+ ^ फ(य)ताय = ^क फ(क + पक) 


क 
जहां प कोई ९ से अल्प भिन्नाङ्क दै) 
९ स 
दस तरह से ल = फू(क +प^+क), ^ क का, मान शून्य मानने से 
तास 
तम = फक) | 
न नं ५५ > ५०९ ०१५ [हि ५५ ५०४०१०५ 1 | (१) 
>. तान्स _ _ (न) | 
आर स्तं = (क) 


इसी तरह अ को स्वतन्न मानने से यदि फय)मेय न हो ओर अ,क 
४) त 
परस्पर स्वतच्र दो तो ~= -- फ() 


ओर तास (^ ८ 
र तस्नं [हि | (अ) ००७०००५ 3०० ७909 ४०७ ७७००७०७ १०१००४ १ ह) (२) 
१९४७ । स = [ऋ (यःग)ताय यहां पर ग को स्वतन्र मानने से र का मान 
अ 
जानना है जहां अ थर क दोनो ग की अपेक्षा स्वतन््र है । 
॥,) (४ 
यहा स = || फ(यःग) ताय 
अ 
लिये क 
इस लिये स + ^~ स = | फ(यः, ग + ^ग) ताथ - 
र्ञ 
| क कृ 
गोर भस = ॥ फ(य,ग + ^^ ग) ताय-- | फ(यः ग)ताय 
न अ 


० 


२७७ चटरारिकखन । 


= | क { फ(य.ग + ^\ग)--फ(यःग) } ताय 


(~ फ(्य.ग + ^ ग) -फ (यग) ¡ 
दसं एय त्स 1 1 त्त ताय 


८९ग को द्रुल्य मानने से तात्कालिक सम्बन्ध के धम से 
तास्‌ ॥ि ताफ(य,ग) 
ताग ताय 

ज 
इखमे इतना समञ्च छो कि अ, चा क दोनो में से कोर अनन्त के तुस्य नही हे । 
कयौकिं चलनकलन की युक्ति से 


फ(य.ग + ८^+ग)--फ (यग) _. ताफ(य.ग) 


प = - तत~ + ६१ णेस होगा । 


जहां ८९ग को शल्य मानने से इ१ भी शल्य दो जायगा । 


इस लिये स क ताफ(य,य) 
स ति 1 न क ताय 1 इ१ ताय 
अ अ 


अव यां परत्यश्च देख पड़ता है कि ग को द्यून्य मानने से यदिक, ओरञ 


अनन्तनहोौतो 0 इ१ ताय यह शल्य के तुव्य हो जायगा ! 


अ 
ताख _ (क ताफ्‌(य,ग) 
अव जव स 
् तग ताग ताय 
अ 1 
[~ तास क ताप (य ग) # ५१०५१००५ १, (९) 
शः ध 
सलिये ताने सप ताय | 


अ 
कल्पना क्योकि (ठम .८^फ(य,ग) तायन्फा(य,ग) 


ओर ताफा(य,ग < 
आर 1 तापा (यः गताय न=फि(य,ग) 


ताम 
तास्‌ तापा (क, ग) ग) ताप्ा(ज,ग) ~ ४ 
ताग ताग चः -कष्ला (जग) = {फ (कः ग)--फि(जःग) (२) 


इसमे मानोकिफ (य,ग) मे क नदी है ओर अ, क से स्वतन्बटैतो 
ताफा (कग), ~ ~ 
(२) से ता कक). फि (जग) ता फा (म, ग) = ता काकः ग). रिथ 
| ताग ताग 


म फति (क) ग) ०० (2) 


किसी संख्या के वन्न से किसी सान्तचदर का तात्कालिक सम्चन्धानयन । २७५; 


11 (~ भ प्रे 
ता प). ध स्थिराङ्क। ` 


अव (२) मे चाद क के स्थानमे जो उत्यापन दो समीकरण ठीक ही र्टेगा 
मानखोकिककेस्थानमेयकोस्खदियातो 


ताफा(य,ग) 
ताग 


(७) मे यदि स्थिरा को छोड दे ओर फा८य, ग) ओर रि (यग) के स्थान 
मे इनका परहा मान स्वदेंतो 


ता व फ (य,ग) ( 
39 (यग) ताय || तत ताय्‌ = (५) 


जहां फि (अ, ग)- 


नस्थि्फिल्य,ग) . ,..... (४) 


(“वें खे एक के चलन्ञान से दृखरे का चलक्ञान सहज मे टो सकता है जसे 


तीाष(य.ग) ताय ~~~ = ~~स्प - ग 


~ १ 
यदि फ (व,म) = 


ओर वा) = व त |फ (य, ग) ताय = ल (२ स्प ्गय) 
ल ~ मं (स्प "गय = मं त 
इस लिये (भवे से 
19 (य, ग) ताय = ‡ ह शमः सा गताय [नि 
देखो यहां [कफ (य, ग) ताय = (कर) इसके ज्ञान से तात्कालिक 


गरगयश्ताय 
र अ ठे 
सम्बन्ध पर से इससे अधिक कठिन का 10 रम्यतरं इसका कन 


सरजम हो गया । 


१९५ । यदि स = [ऊक (य; ग) ताय इसमे यदि क, ओर अ दोनोगके 
फरुटोतो तलं का मान जानना । 

यहां स्पष्ट है किं तीन चलरादि के वश सरे अर्थात्‌-अ, क, ग के वश से 
तात्कालिक सम्बन्ध निक्ठेगा } इस लिये चरखनकठ्न के प्रक्रम से ओर 


तास क ताफ८(य, ग) वाश ताक तास ताअ ' 
प्र 
ऊपर के परक्रम से ताग || ग तम ` ताय + ताक्त तम * ताअ ताग 


चखटरारिकदन 1 


२७द 
क्‌ ताफ (य, ग) ताक ताअ 
~ न का ग्‌ 
क्ता + फ (क,ग) त फप(अ,गे) त 
ग 
[94 क 
इसी तरह से 
11 
तास (क ताष्फ (य, ॥ 
ताग ताग 
ग्‌ 
गं ग.) ताक 
+फ(क, ग) ताक. ताफ(कः ग) [ताक] \ >ताफ (क,ग) सा 
ताग ताक ताग ताग ताग 
अ.गभ्ताञज _ ताक. (अ, ग) ( ताअ ताफ(अ,र्ग) ताअ 
~प ( | ग ) व वण्यते ४ 
ताग ताश ताग ताग 


त 
इसी तरह ॒त-सका ओर इससे अधिक का भी मान जान सकते दो । 


१९६1१९५ प्रकम मे जो ~-- इसका मान दिलाया है उसे क्षे की रीति 


से भी दिखा सक्ते हो । 





मान खो कि आपव वक्र का समीकरण र= फ(य.ग) ओर आपये क। 
समीकरण र = फ(यग + ^+ग) यह दहै ओर मानो कि 

अम अःअननकमम= ^ ॐनन=-^क तो स, पमनवका ओर 

स + ^स पमनव का क्नेचफङ होगा ! उसदिये 

~स = पपश्वर च + वनन वर--पममपः 


अर ^+स _पपशवरव +-चन्‌नवः पमम पः | 
। ^ ग ^ग ^्ग ^ग 


स म॒ मन का मान यहि परमाट्प अर्थात्‌ ताय के तव्य शे तो 
॥ 


प पा्वन्व_ _ क(यःग+ ^ )--पय, ग) चनन॑व ~ 
--- ~ = ~~" -~/ ष्यः. ग ) ताय; -चननव › = म 
त मप भ नं फ(कः ) ^ श 


४ 


र ® 


किसी स्थिर संख्या के वसै से किसी सान्तचङ का सस्वन्धानयन 1 २७७ 


1 
ओर-१ मम पः फ८अ, ग )-~य। इस परसे८^ग के स्थान मे ताग मानने से 








ग 
तास _ ताक(य,ग) ताक ताञ 
ताग ताग ८. फकः ग, तं फ(जःग) ताग 


यदी १९५ प्रक्रम मे भी उच्पन्न इ था। 

१९७ ऊपर के पक्रमो मे जो सिद्धान्त दिखलाये है उनकी व्याप्ति के लिये 
कुछ उदाहरण दिखाते ह । 

(९) उस वक्र को जानना है जिसमे चप, य अश्च, भौर कोटि सेवने क्षे 
का फल भुजकोटि के घात से न गुणित दहो । ज्य न कोई सिरा हे। 
सानो किं घक्र का समीकरण र = फ८य) है तो फलानयन की विधि से 

| ग = 
|| फ(य) ताय यह उस खण्ड का फल होगा जो वक्रचाप, य अक्ष, ओर 


५ 


उस कोटिसे जिसमे सुग, है वना है इस दिये प्रश्चके आलापसे 
च ग ग्ग [क ^ 
व= फ(य) ताय = गन यदह स्थिति चाषे ग का मानजोदो 
[५ 


सर्वत्र रहेगी दसेचल्थि ग के वया तात्काटिक सस्वन्ध निकालने से १९३ 


~ ताख फ(ग) + गफ(ग) 
ता न 


प्रक्रम के (१) समीकरण = फ(म) 


दस लिये ( न-- ) फ(ग) = गफ(म) 
फ(ग) १ 
(ग) 

चखानैथन से स फ(ग) = (न--र९) खग + स्थि 
अर्थात्‌ फे) = आगग- जहां आ कोई स्थिराङ्क है । 

ग के स्थानमे य को रख देने से अभीर चक्र का समीकरण 

फ(य) = आयन यह इ । 

८) जिस वक्र का र = फ(य) यह समीकरण है उसमे यह जानते है कि 
श फे सव भनिमे 


[श्व {फ(य) ताय ग 
1 { फ) {` ताथ च 


कैसा होगा ! 


= 
आर 


(~~ 5 


यदह स्थिति हे तो फ(य) कां स्वरूप 


२७८ चखयरिकटन 1' 
यहां प्रश्च के अनुसार छेदगम कर देने से 


1) (11 ¢ 
| गय { फ(य) } "ताय = १ 1 { फय) } "तायं फसा होगा । 
© 


© 
ग के वरा से तात्कालिक सम्बन्ध निकाटने से 


ग { फ(य) } ° = [ग { फय) } "ताय + य { फ(ग) } ` 


समरोधन से ग(१ -->) { पए(ग) } ° = | ग { फ८य) } ताय 
© 
दसकागके वद्रासे फिर तात्कािक सम्बन्ध निकालने से 
(९ - { कग) } ° + २ ग १) कग) (ग) = {क ~, कम) 


का भाग दरे करसमशोधन से (१- -भ) फ( ग ) + रग(१ - च) फं (ग) 


दस लिये द्ध ्। , चलानयन करने से 


राफ(ग) = ग~+स्ि। 
(ग) २(न-१) ६. 
२-न 
इस लिये फ(ग) = आ ग रल ट जषा आ को$ श्िराङ्क है । 
२-मन 


इस तरह से फ(य) = आ य र(न यह सिद्ध डु । 
यह उदाहरण स्थिति विद्या मे एक चमत्कार कारक हे । 


ध = उतम (म पवता यशसे 
(३) फ(य) का पएेसा खरूप जानना है जिस -(ग~य) 


स्वतच्र हो जहां जानते है किं ग से फय) स्वतच्र है । 
यहा मानखो किं य=गरूतो 


_ (ग फ(यप़ताय _ (१९ ~ग फ(गरू) ता | 
ष -पद्ण-या लो जव ध्र स,गसे 


खतन््र दै उस लिये 


फा(गर) 
~ तास _ (१ र्त + खग फ(गर) (ग (य्‌) + स्यफ(य) ताय 
ताग ` || २ग\८ (ग--य) 








© ^/ ( ४ -ख) ¶ © 


किंसी स्थिर संख्या के चदा से किसी सान्तचट का सम्चन्धाययन । २७९ 


ता 


यढ सव ग के मान मे जव तून = हैः उस लिये अवद्य ४० पक्रम के श्रेदी 
द्वारा सिद्ध कर सक्तेदो कि 
1 „ फय) १ 
~र = ~ 
फ(य) + स्य फ(य) कतक ज 
इस ल्य ख फय) = - -+ला(य) +- स्थि । 


(क 


{| [1 
इख लिये फ(य) = ह जां आ कोटं स्थिराः 


२ 
०१ 


इस चक्र मे नीच स्थान से यदि उस विन्दु तक जिसका मु=य टै चप चाहो 
तो गति चिद्यासे 
तांच गअ वतु 
ए= फा(य ) =-= ,", चा = सथा\८य 
(७९ वां प्रक्रम देखो ) इस पर सरे कट सकते दो क्रि उपर का चक्र चक्रादछ 
दोगा) 


४ = 4 ध ४३ 
४) || श (4 + ताय र यहा वारय केवरासे तात्कालिक सम्बन्ध 
2 





(~ ०. नं. यय त $ ति 
निकारने से || य" इ ` ताय = = {यह सिद्ध इुआ 1 
० 
*,५ अय अय 
क्याक्र | ड ताय = ~ = - ~ 
अ 1 
लिये ०० _-अ 
दस विथि-- | इ + ताय = - ~~ (= = 
© अद्‌ अद्‌ अ अ 


इस तरह से सैकड़ प्रदनोत्तर निकाट सकते हो । 
१९८ । भलानी का सिद्धान्त ( {71601011 07 [1 पा ) 


इते सिद्ध करना है कि | ® ® 


9 


| च फ(@)-फ(०) 


य=फ(०)भखा (=) 


कस्पनाकरोकिसख ताड उसमेख=-अयतो 


२८० चटररिकखन ! 


य ताध 4: (0 


| ~ फ(खय)--फ(०) 


७ 
दस मे यदि अकेस्थानमेककोस्खदेतो 


न्च = 
( ग फ(कथ)--फ(०)ताय 
य 
[५ 


(१) ओर (२) के अन्तर पर से 


न्त्‌ अः न्च न्च 
~ फए़५जय,ताय - = 
[५ -र्यावाय ध (8 पीताय छह 01 व 


५) © च य 
क 
च फ़(अय)-फ(कथय) ~ फ(कय)ताय अ 
= [= ---च ताय | ----- = पफ (०) लखा (ॐ) (वि, (२) 
© व्‌ ४ 
अ 


च 
यहां यदि च = ० तो यदि || -स्षोवाय च 
अ 


| ० फ(अय)-फ(कय) 


ताय = फ (०) >ला (>) 


जसे यदि फ (य) = कोल्यायतो 


च 

+ (क कोञ्याकय ॥ि ० 

यहां {९ -व्यकय ताय =° यदि च= ® 
अ 

क्योकि । ' कोज्याकयताय = य_ज्याकय 1 य > ज्याकयताय 


(खण्डचलखानयन से) 


दख एय य का अनन्त मान मानने से कोज्याकय, ओर उयाकरय तो सवदा 
९ से कम रेगे परन्तु भाजक ० क वस्य होगा । ) 
इस लिय (> (व) (कताय ~ (° कोल्याअ य--कोल्याकय ताय 
य 
# 9 


= फ (०) लर) = कोज्या (०) भ्सा(ज )= दा (ज) 


सान्तचखानयनं | २.८१ 
जहा कटी फ (०) = ° तरो खानी (प धा12111) के सिद्धान्त से ठीक मान 


जैसे 09 -प्अ च प्क ९ 
न आचेगा जैसे 1 --- ताय यदो फ(०) = ० इस छिये 
© 


(३) समीकरण से 
& ॐ. 
स्प'अय-स्पःष्कय क स्प-ष्कय 
क. व नच ् 


ह ॥ 





ताय, -जर्टो च = 


मे है (^ च्च च्‌ में 
दहने पश्च मे स्पषटहेकरिजः क्र भीतर सव अनन्त मानमें 


स्प- कय = स्प-'(०2) = ई इस लिये 


च नच 

क स्पष्केयताय _ > (क ताय _ = अ. 
॥ ^ | नजा (8 
च च 
( [11 

` स्प षय -स्प-ष्कय _ त अ 
इस लिये 1 न ता ( ल ) 
© 


१९९। यट के चट (पाटा वा [11८९1 415) 


९ म-? (= 
| यर (९-य) ताय इस सान्तचल को यकर का पटला चर कहते है । 
© 


ओर इसे ठम वी (द्म) इस संकेत से प्रकाश कस्ते हे । यूरप के छोग त्रीक 
व्ण॑मालाका दूसरा अक्षर वीटा (8) को लेकर दस को वीटा फ (5612 
{पा1८ा7) कहते दै । हमने अपने देण करे असार इस का नाम वीजफख 
रखा हे। 


श, 


| ‰ द-ययन-्ताय इस कौ यूकर का दूय चल कहते है ओर इसे हम 
© 


गान) इस संकेत से प्रकाशा करते ह । यूरप के रोग ग्रीक चणंमाटा का तीसरा 
अक्षर गामा (©) को केकर इसे गामा फट (@1111112, 7161100) कषटते है 


हमने इसक! नाम गादृफट रखा हे । 
इन दोनोको यूररने निकराखादै इसी सिये आदर के लिये उसके नाम 


सहित इन्दः वोखते है । 
२१ 


२८२ चखयारिकरन । 

यूर का जन्म सन्‌ १७०७ ३० मे हुआ था ओर ७८ वपं की अवद्या मे इसकी 
सृव्यु इई थी वीच मे यह अंधाभी दहो गया था ओर घरमे आग लग जाने से 
वहत सरे इसके प्रकार मस्म भी हो गये तथापि वहत से इस के ग्रन्थ अद्यावधि 
यूरप मे परसिद्ध हे जिनका वणेन मै इस चरराशिफलन मे व्यथं समता ह इस 
चिये अपने कव्य के उपर लौट कर कुछ इन दोनों चो के सिद्धान्तो को दिः 
खाता ह । नीचे सर्वच ठ, म ओर न को धन समघनो । 

२०० ७१ वें प्रक्रम के (४) समीकरण से 


[श्वर (१--य)ग-' ताय =  [ ध्वन-( ~ य) 
9 


© 
इस खयि वी (द्म) = वी (म,द्‌) 


अथोत्‌ दःम का परस्पर परिवर्तन कर देने से मानमे कुछ भी अन्तर नदी 
होता । 


यदिवी(द्^म)मे य=--र- 


१--र 
प्यव म~ 1 ८० र्द-ष्तार 
य. (९ - य)- ताय = वी (द्‌,म) = ॥ (६ 

> 5 (१ + र) 
उसी (> १. 4 ४३ ४ 
क 0 

द-१ ध 
[ध्व (य) `ताय = वी (द. म)= (> र“ "तार । 
9 4 ( १ + र) द+म 


२०१९ यूर के दूसरे चरू मे यदि दय~र अथात्‌ यला रं 


तो | ` इ यन-ष्ताय = गा(न) = [१ (ला--)न-प्तार यह एक गा(न) 
का-रूपान्तर है । । 
खण्ड चलानयन से 
` (दइ -यनताय = - ड-व्यन + न.८इ-ययन-प्ताय 
ओर इ-प्यन 7 शल्य फे तुर्य दोता है यदि य=०, य~ = हो ( चलनकलटन 
कारेदेवों परक्रम देखो) 


रेस लिये १ ॥ -य | „9 
० 6 


सान्तचखनयन } २८३ 


अर्थात्‌ गा(न + ९) = नगा(न) = “= ~“ = * (१) 
मर > द्‌ -यताय = १८( १९७ प्रक्रम के (७) उदाहरण से जदा अ = ९) 
© 
इसखियेि गा(१)= २१, = * * * * (२) 
यदिन अभिन्नो तो (१) ओर (२) से 
गा(न+१)= [न 


परन्तु यदि न भिन्न ओर ९ से अधिक टो तो यदि गा(म) इसका मान ( जहोँ 
म १९) ज्ञातो तो (१) समीकरण से वार वार क्रिया करने से गा(न) का मान 
भी आ जायगा । 

२०२। यदि जय~ तो 

| @ इ  जययन. ताय = =| 7 त = णन 

© © 

8 ध ॥ 
२०३। ॥ र || @ यद+मण्यमष्डू-( +र ताय तार इस का द्विगुण 
© © 
चलानयन से मान छे आवें तो २०२ परक्रम से 
(> रम तार ( त 
गा(द + म) -टेत्तंच्ल = गा (द+म) वी (ईम) (२०० वे प्रक्रम) 
© 


ओर उपर के दिगण च मे यदि परे य के चरा से चलानयन करे तो 
गा(म) 1 श -*--- ताय=गा (म) | = इ "यः ` ताय 
[५ [५ 
= गा(म) गा(द्‌) इस चये ६२ चं परक्रम की अन्तिम युक्ति से 
गा(द +म) वी (दम) = गा(म) गा(द) 


८ _. गामोगद्ध) 
,",चा (दःम) ` गा.(द~+म) 


इसमे यदि द+म =१तो गा(द^+म)= गा (१) = १ (२०१ प्रक्रमके (२) ससे) 
०० रम-(तार 
१+-र 





दख खिये बी (दम) = = गा (म) गा (१-म) 


अव यदि मतो १९९ वे प्रक्रम के (९) समीकसणसे 


०० रम-्तार ॥ ये 
| "तु = ~ स व्ि। 
\ ध ल्यामम 





२८४ चदङछरारिकटन 1 

श्र 
उ्यापष्प 

इख मे यदिमन्भतो {गा(‡)}*=ष् ` गाङ) ^ग् 
इसे नीचे की युक्ति से मी सिद्ध कर सकते हो । 


गा(स) गा(१-म) 





[> =, (~ य7- श [> 
२०४। चलनकलनः से सिद्ध हे = सखाय यदि च =° 
इं < 1 १ न-१ १-- यत न~र 
इसं लिये कस्पन( करो कि (खा ध, =| +र 

ध ने १ 
जहो जव चन्०्तोर=-०) चके स्थानमे-स्खोतो २०९१ परक्रमसं 
द्र 
न-१ १ --~,न-१ 4 
गा (न) = इ! (१-य इ!) {ताय ~+ 1 र ताय 
© | 41 
१ 
समश्ोधन से गान) = ॥| ९र तार = दन" ४ (९--य इः >न-प्ताय 
9 [५ ~ 


~ ~ र ड्‌ 
न= | ष्ट ^ (१-र)न-\ तार,य = छ ° मानने से 
१ 


अव यहां हमे सामथ्यं है कि इ! को धनात्मक भौर चाहे जितना वड़ा कल्पना 
कर सकु इस सिये यदि ३१ = ० तो र = ० इस लिये ५१ परक्रम के (१) समीकरण 
से ओर इ, ओर न को वद्र दवैने से 
| इ, 


(न) नमस ` हन्यत ` `: ^ 
(१९) मेनके स्थानमे न-म, न-+-म का उत्थापन देनेसे 

र | इ, ५ 
प ~ “^ 


{ इ! ~ 
~ | इ -[म-१ * * (३) 
गा(न~+म) (न+म)(न+म-+ १) (न +- स + इः-र) द । 


इस लिये 


` {| इर) इन 
._ गानो] ___ १ न्नर तपन्तः 
{ गा(न-म) } {गा(न+म))} त 


नमग { टत पच्क्यु ततप्ग्त्छच्म्य 


सान्तचदधानयन । २८५ 


(नम) { (न + १)~म | - { (न + इ०-९) ~ग 
न(न+र) - (न~+इ्ः र) 


| १ | } लकः | ॥ ॥ 


२०५ | ऊपर के प्रक्रम के (४) समीकरण मे यदिन=१तो 


1 03 
गा(१-म)गा(९ म) (१ ह) (१ २ (६ २ ) 


उ्यामत ( चटखनकटन के २०चे प्रकम के (८)वे उद्‌{ह्रण से ) 


टस्य गा गा(२ +~ = 

इस लिखे गा(१-म) गा(१-+म) स 

परन्तु २०९ प्रक्रम के (१) समीकरण से गा (१+स)=म गा(म) 
व 7 त 

इस लिये गा(१--म) गा(म) = उद्र चह सिद्ध इञा 1, 


२०६। यदि या = गा ({)गा()गा)“गा(१ ~) जदं न धन अभिन्च दै 





तोया=गा (९- ~) ग < =) "गा (=) उलट के लिखने से दस 


२... १ ५ 9 2 न 2 ४ 2 ४१ 
चयि या^= गा(न)गा(९ -- ~ 3गा(-)गा(१ -- 7) ` गा(नोगा(६-- र) 
ग्न-१ 
न~ (9 से) 
ज्याग्ञ्या २ .ल्या 
परन्तु दटनकटटन कं ३१६ परक्रम के (१) समीकरण से यदिनके स्थानें 
रन्‌ का उत्थापनदोतो 





= -- = (१-२ यकतोस्या +य) ( -स्यकोर्याश्- +य) * * " 
न-?) छ च ६ । . 
(१-रयकोञ्या-त व्य) इस मक्रमसेय=श्य= -- मानवाय पञ्चमे 


उसकाटीकमाननस्खदनेसे 
(रल्या->) रज्या उ) ` * (स्व्यान्‌-ः) 
न्‌ = (च्काच्या-न) (रकोज्या ऋ) - * - (ल्कोज्यार--) 


नोना काधान कर मृटचयेनेसे 


२८६ चटरारिकलटन । 
न = रन-ष्ज्यार ज्यास . ज्या नधग 
र्न्‌ 


( (५ ) न -१ = न- 
न 


^ 0 


इस लिये याः = ओर या= (रन) र १ 
नन्व गा(योगा(य + ९)गा(य + २). गा(य +न) 
नगा(नय) 


तोयकेस्थानमेय +? का उत्थापन देनेसे 


२०७ । यदि फ(य) 


(९) 


ननय+नशा(य + १गा(य + १९ + श्ोगा(य+१+त) गा(य+ १५) 
नगा (नय +न) 
नन्ननययगा(य) (य+ )गा(य+-=) (य+ )गा(य+-) (यत्तः )गा(य+ 
नगा (नय+न) 
नय (य+->)(य + सै) _“ (य+ स^ )फ(य) 
` ्क्स्न-ह्तवक्न--रसःा-नय न-२) "नय 
_ _ नय(नय -{-१) (नय ~1-२) (नय -[- न-१) 
` (लयनन-रल्य+न-र नयं फ(य) = फ(य) 


इसी तरह फ(य + २) = फ(य + १) = फ(य) = फ(य + म) जोम चादेजैला 


वड़ा मान सक्ते दै। इस ट्य फ (य) = फ (इ) जदा इ, = ० । इस लिये 
फ(य), य से स्वतन्र है अर्थात्‌ फ(य) का मान सर्वदा एक ही होगा चादेय का 


फ(य + ९) = 


= फ़ (य + १) 


कोई मान दो । इस लिये जव य= ~~ तो (१) मे उत्थान देते से । 


फ( य ) = गा(न)गा()गा(-=)गा(त ) = ( २८)्‌९ न र (२०द्‌ धक्रम से) 
ओर जव 


नगा (य)गा(य+-व) गा(य+ ॐ) . गा(+ न्‌?) नय 
ग न मा(नय) ५ 
इस लिये । 


गाय) गा(य + से) गा(य + ङ) * गा(य + ) = गा(नय) (खाप) र न ५ 


(२) 
यद पक साधारण सिद्धान्त उत्पन्न हुभां । इसमे यदि य=-रै तो २०८ प्रक्रम 
का सिद्धान्त उत्पन्न हो जायगा । 


इल (२) समीकरण के सिद्धान्त को गौ (१५७७ ) ने वर्णन क्रिया दे। 


सान्तचटखानयन | २८५ 


२०८। अपर के प्रकपमे (२) का खघुरिक्‌थ केकर यके वश तात्काछिक 
सम्बन्ध निकालने से। 


नगा(नय) गाय) गा(य १४ -र-) गा(य ९३ म्‌) 
+ ----2-- 
गा(नय) साय) गायन जं नाद्व जरं + नखान ` ` ` (२) 


जरो गा(नय) इत्यादि तुं { गा(नय) } इत्यादि के बोधक है । 


(१) का फिर तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से ओर नयके स्थानमेलको 
रखने से] 


ताटागा(ल) 

ताडः 
५ 1 तागा) + तालागा(य + =) ता्छागा(य + चू) 
न तायः 


नू 
र ताय 


यदिन का सान अनन्त कर्पना करं तो दहने पक्च का मान ७० प्रकम के 
अन्रसार 








1 + १ ताष्टागा(य) { ताखागा(य +?) ताखागा(य) } 
न ताय न तायं ता 
_ १९ { ताटाय+ताटा गाय) . ताटागा(य)1 _१,१),_ १ ^ 
` न ताय तार =न {व} = नयं = 
लिये (~ { गा 
इस लिये यदि नय अर्थात्‌ छ अनन्तदहौ तो न यहं शाल्य के 
तस्य दोगा । 
अव २०९१ प्रक्रम के (१) समीकरण से। 
_ गल्~+- _ गल्+-र) गाय -{-2) गा(य~-न) 
गाय) = य = वल्ल = वद्र = यद्व (नन ' क 
न = ० इस के टघुरिक्‌थ का तात्काटिक सम्बन्ध निकाड्ने से) 
ताल।गाय) _ ताकागा(य~+न) / १ १ । १ 
ताय ताय ( व्रत + ४ (व न्‌--- र) ) 


इस का फिर तात्कालिक सम्बन्ध निकालनेसरे ओर अपरकी युक्ति से 


ताष्टागा(य-+-न) = 
"पि 9 „क ॥ 
त ० करनेसे 
ताखागा(य) १ १ 
| उमम न 1) न्‌ [> ॥ ॥ ॥। ।। ॥ ॥ 
ताय (य + १) ४ (य +- >) ४ (२) 


२८८ चरररिकटखन । 


इस कायक १ ओरय के मान मे सन्तचलानयन करने से। 


व (1 नदर (-- - त ९) + (३) 


इस मे यदि य = १९ तो दहना पश्च शस्य हो जायगा इस लिये 


तालगा(य) 


त स्थि= धा = गार) 


अर्थात्‌ स्थि = -ग(१) । इसको यूखर करा स्थिराङ्कः कते है । ओर (3) 
मजो श्रेदी उत्पन्न इई है वह य के प्रत्येक धन मान मे सान्त दोगी अर्थात्‌ 
उसका प्रन्येक धन यके मान मे मान एक निरचत संख्या के भीतर ही स्टेगा । 


न्य्‌ न-२ [० 
गान) = 1 “ड्य ताय इस का १९२४ प्रक्रम के (१) समीकरणसेनके 
© 
[3 ~ ् ~व न-र 
चदा तात्कालिक सम्बन्ध निक्रारने से गा(न) = | “डय लायताय 
लिये ~य. 
इस लिये गा(१) = | इ ठखाय ताय 
|५। 


(९) समीकरण मे मानोकिय~=श्तो 


ग(न) __ = { गा(९) ५ गा(१+>)  । , गौ(१५ 
गा(न) गा(१) गा(९ +त) गा(९ +न) 


इसमे यद्‌ न व्ण्तो ४० पक्रम क श्रेदी डाय दहना पन्न 8 तारगाय) 


= खागा(र)-लछागा(९) = ° क्योकि २०१ क्रम के (९) समीकरण से गा(२) = गा(१) 
1 
चि गा(न 
इख दिये यदि न= तो र -- खान = ° पसा होगा 


(र) मे यदिय= तो ऊपरकी तलागा्य) _ गाय) __ 
युक्त से व नावा खान =° 


इस चयि स्थि=-१+३+ॐ+ . + "--- छान) 





परन्तु+ = २८३८ ई त^सस्यि-लान = ला, = स? +ला. +ला 
9 श 
इस ष्ट्य स्थ = १+ +ला + +खाई + 
= {५३+खा (२६) ++ टा (१-३)+ 


इस ष्यं साधारण रीति से पटे पद्‌ को छोड करटो दो पदौ को भिखा कर 
एक पठ मानने से न संख्यक पठ = ठ +ला ( १--ई-) 


सान्तचखानयन । २८९. 





( १ १ 
न॑ न॑ नेर - इन उन -- = - के (९ क्ल + एनः +“) 
खये स्थि=१- यौ -६- (२4 ध | 
इस लिये स्थि = १ यो 1, ) 
=१्५+यौ {+रखा(९- चे) --- (४) 
जँ न के स्थान मे २,२३.४, इत्यादि का उस्थापन र(२ + इ + ) 


इल के वा ग + खा(१९- र) इस के जितने मान हदोगेउनका योगयौ से 
अपेक्षिते हे 1 

स्थिर का मान जानने के लिये (४) समीकरण मे जितना ही अधिक दरामल्वं 
अपेध्चित हये उतनीदी न की संख्या बढ़ाते जा । 

स्थिर का मान १० दरामल्व तक ५७७२१५६६४९ यदह दहै । सो दरामल्व 
से भी अधिक स्थान त्क इसका मान परिगणित है । 
(५९९ 10066015 0 116 2२०४९] €0लाल४, "०1 उ, 7. 514, 
2110 ४0} 3 >. 2. 29) 


२०९। उपर के प्रक्रम के (२) समीकरण मे यदियके स्थानमयेय+१का 

उत्थापन दे 
तालागा(य १) १ ? १ 

तो ताय (य+) (य+र) ध (य + २) ५1 
न~२ वार तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से 
तान्लागा(य +- ९) ४ 1 १ , ॥ 
तावन ~ = (- पोना { (व हुन + (वदनः त्स्करर+ "ण 
१ १ 
नै 


+ अनर 
न नस्त 





कस्पना कये कि सान = 


तो उपर के समीकरण मे यदिय=०ओरन7र्तो 
ताः टलागा(य +९) न 
हि ताखागा(य~+-१) _ गा(१) 
तो तायं ` गा(१) 
(द) समीकरण से ) ओर दगा (१+य ) < खगा (१) = ख (१) = °, इसलिये 
म्याकलौरिन (1112८121111) कै सिद्धान्त से 
२२ 


परन्तु जव यं स्थि (२०८ परक्रम क 


२९० चरखूरागिकटन । 


य साय 
ङागा(९+य) = - सिय + सञ्च _ सय कैः च -~---+ - (% 


यदियकामान१सरेअस्पद्धोतो यह श्रेढी सान्त होगी। 


२०९ प्रक्रम च्ञ (१) समीकरण ओर २०५ प्रक्रम का अन्तिम समीकरण ठोनो 
पर सेसिद्धदहेकि यदिय के ० चौर 3 के भीतर सव मानोमे साय) इसका 
मान विदितिद्धोतोः,३,१ इन मानोसे वार, १३ इन सानोमे अर्थात्‌ वार बार 
क्रिया करने से य के सव धन मानो मे गा(य) का मान जान सकते हे] 

परन्तु (१) समीकरण कौ ध्रेदी य के ० से छेकर 3 तक सव मानो मे 
लागा (१+य) इख का मान वनाती हे फिर इन लघुरिक्‌थ पर से १,सेठे १ 
तक सव मानो मे गाय) का मान निकर आवेगा, उस तरह सवय के धन 
मानो मे गा(य) का मान जान सकते ह । 


ध यः म 
२९० खगा (९+च) = -- सिय + -उव _ - ष 
इस सिये लागा (१--य) = स्थिय + ~व + --- ह 


लगा(+य)+खागा (य) = ला {गा (१+य) गा (१-य)) 
= सखा { यगा(य)गा(१- य) } = टाया { गा(य)गा(र- य) } 


ला (च्वव-), ~ (२०५ प्रक्रम से) 


साध्य , साभ्य" 
= २ (= + ज + )= खा{गा(९-+ य)गा(१-- य) = वात 


इसी तरह -> (€ रस्थिय + -साश्य ~ ) दला {६ + य) 
२ गा(९-य) 


2 यर म्य 
- २( स्थिय ~+ - -च-- +.) 





ठटोनोको जोडवेनेसेला-च 
ज्याय~ 


=दखा{गा (+य) ]२ 


स क्वि ला(द+य)=३ ला ~ (स्थिय + न + स+ .) 
= ३ ला -ल्वान- - च र+ग+ (१- रि थ)य-2( २-१(सा.-१)य'- 
ल्याय -उ(सा -९)य.-२(सा.- 


यक्रामानर्संअत्पटोतो यह थी वहत शीघ्र सान्त हो जायगी । 


[ च क 


र्दा ना(द+य) चसकान्यृ नतम मान निकाट्ना टो तो पौरे जो 


सान्तचखानयन | २९१ 


लागा(१--य) का मान निकला दै उसका तात्कालिक सस्बन्ध निकार उसको 
दुस्य के तुरय कसे । इख तरह से यदि मान निकारो तो असकृद्धिधि से 

गा (१+य) के स्यूनतम मान मे, १ य = १९ ४६१६२२१४५९१०५। 

ठेजेण्ड्‌ (1.2&€016) सखाहव ने दगा (य + १) के मान के लिये एक 
सारणी चना डली है जिस मे से संश्चेपकरकेयकेर९,२मानो के भीतर लागा (य) 
के मान हम इस अभ्या फे अन्त मे छिखेगे । 

२९१२। वहत से सान्तचखो का मान गाढ फलके रूपमे आ जाता है 


अ २.२ 
जैसे 4 जय ताय इसमे यदि अभ्यः=र तो 
© 


अभ्यः २-१ 
[* य त (० त |. द्ग (ॐ) 


6 9 अ ५८र 58 


(गाद्‌ फ के रृक्षणसे) = ५८२ (२०५ वे प्रकम से) 


कैर (१ च ---य लाथ 
५ ॥ (य ~+आ)रम 





य र न ति 
वद ल ~ ग अर 
॥ र ९. 
< द्- रः म~-१ 
|| (य + अ)र+म अभ(१+-अ)र | र^ "(१-र)१-पतार 


त ९ ग} _ ९ __ गाद) गाम) 
अभ १4 अ) च (दःम) अ(१ क अ) ना(द^म) (२०३ पक्रम से) 


फिर ॥ य. १(१-य)म-ष्ताय इसमे मानोकियः=रतो 


५ 


रय -२(१--यसम-२- न १ ( १-६-१०. म~ गा(<,)गा(म) 
यः '(१-ययेम-प्ताय | रर -(१९-र)ग-^ तार = समदम पो 


इस तरद से 1 ज्याण्पका स्याप ताप इसमे यदि ज्यापन्यतो 
© 
(0 व+... 
[२ ल्याप्प कोल्याएप ताय = 8 यप+९-१(९-यय) द ` १ ताय 
5 © 


_ गा(८९-)गा(-गई 


` गाग +षट 


२९२ चरखराशिज्खन । 


[ 


~~ (र (६-य)-- ताय से च 
जज्यक्द-कव्ज सये यानो क्रिय 
किर | 7 कटवः { व्न चस -र) + कर 


© 


१ क _ गा(ठ)गा(म) 
इतक रुप = दुन | ` र (१-रो तार = वक्रता तमो 


© 


षरि [अ य-'(अ-य)ग-्तायच्स से मान लये जिय = अरतोञ्सका 


५ २ _ १, म~ = यर-म-? गा(ज)ना(न) < 
रूप = अः-म- | ` र. *(१-र)7-व्तार = अं नाल्य्न (९) 
9 
२९१३ 1 ॥ 1 यर ष्रन्-ष्टन-र ततार ताय . इस 


* (५ 


से 9 क) 
अनेन गुण चल का मान गाढ़ फल के स्प छे आधो 1 जो जानते ह कि । 
यशर~ख+ < ओर सव चर संख्याम का मान रेखा माना गया है 


जिसमे श्नेर गुण चख का मान धन हो । 
यहो ण्टटे ट के वदसे चटानयन करने खे ओर ०, १-य-र सीमा 


भ न~ यर्‌) गा(न ) त 
मानने से । ठन-'वाल = ६. 3. -य-र)* {फेर र 
। १ ॥ न गा(न +) 1 


चदा से चलानयन अरने सेर क ०; श-य के मान के सीतर 


वि ~य) -(गाम)ोगा(न-+₹) फे (९) 
रम-*(१-य-रोनतार = (-य)ग-न( > २९१२ प्रक्रम के (९ 
| (र-य-र)न्तार नटन नर) > 


समीकरण से 
अन्तमेय के वश चल्ानयन से यौर ० २ सीमा मानने से! 


.[ स्प (-योन-रताय = गन) इस दिये अभीष्ट अनेक शण 


गान) गा(्नोगा(न-१) गा(्गा(म+न- <) 
(न~र) नाल-नः १) गा(ढ-म-न-८) 


चख्कामान 
२१४] | | 1 पकः श्ल, न-ए ˆ ताखःताकःतायः! इसका 
मान गाढ़ ण क्तेरूप में जानना है 


(इ, षत 


सस्याजाकामानपेसा जस म सवर घन यान टै । 


मानलोकिय= । र= | ४. 6 [ -खः [ह 


सान्नचदखानियन । २९३ 


तो उपरर प्रक्मसेचरुकारूप 

_ अदकम्खन गाव मगा(व)गा(य) 

` पवस `. गा(-व + व+ -ज- +" "+ ९) 

यह सिद्धान्त छेन्यून डिर्चिठेट्‌ (1.९] 6०८ 1८.) का निकाला है । 

ष इसमे यदिपन=ज्= -=१आओरचनअन्कन्खतो 
अ+क+खः+.-.-<~च 


। || | अद "कम -खन-? ताख'ताकश्ताअ, 


= -च + गा(द्ोगा(मोगा(न) _नाचदमक्न+ 
गा(द+म~+न-+ + १) 


गा(द)गा(म)गा(न) 
गा(द~+म~+न~+ +) 


इसी प्रकार यदि चखानयन पेखा किया जाय जिस ये अ\+ क? ख, + 
<-चअ-~+^+च 
तो उपर की युक्ति सेउस का मान ना(च-+ ^ च)र+म+न एसा होगा । 





जहोँनां = 


इख लिये दोनो का अन्तर ना { (च ~+ ८^+च)द+म+न+ -चदतमनन+“ | 

= ना(द+म +न+ ˆ )चद+म+न+ १८५ यदिच अत्यन्त अद्पदहो 

_ गदकगा(मोगा(न) __ -द+मन+न+ ~ च 

` गा(ठ-म~+न~+ । ^~ 

२९१५] || 1 यः 1 व्यम-ष्छन-! पय +र ++ ताखतारताय इस 


का मान एक चलखनयन के रूप मे ठे आना हे, जह चलानयन पेखा किया गया 
है जिस मे सव चलो के धन मान लि गये है जयय+र+ल+ <-ग) 


काधव के छखिये मानो कि तीन च्छरासि ड&ै। 


यो उपरके परक्रमकी युक्ति सरे यदि फ(य~+र^ख) के स्थान मे 
१ मानटेवते उस्तभागका चरु जो कियोगकेच,च +^ चके भीतर 


गा(द)गा(म)गा(न) .-दज+म+न ९ 
गा (द+म+न) ४ ^ च यह होगा 


परन्तु फ(य + र + क) = फ(ख) ऊ स्णनमे १ रख कर ऊरण्र का मान दिख- 
खाया है इस लिये उस को फ) से गुण देने से 


गा(द्)गा(म)गा(न) 


द+म+न~+ -ट थ न 2 
गा(द+म~+न) फ(च,च ^ च यदह पक खण्ड कौ गति इद 


२९४ चलरनिक्रटन । 


गा(्द.गा(म)गा(न) (गं द्+म+न+. ~ श रहि 
इस सिये सम्पण चर = बि फ़(च) च ताच यदी रीति 
[५ 


=, 


चाहे जितनी चख्यरि हो ख्व !दखखः जा सकता ह 


२१६ इसी प्रकार चिशगुण चल 


४ (न (क) (क 


ताल, ताकः ताभ, यह जँ चङयरियो के सव धन साने 


[-ग | | क | [- | यह ग से अधिक नही दै 





अः र ५ 
अग्कग्खम गा(दगा(गगा( त) गफ(चच क+म -१ ताच 
पवभ गा(+ + य) 
इसके त॒स्य होगा । 


यह रीति चाषे जितनी चरराशि सो सर्व॑ दिखाई जा सकती हे । 


यप? व~ षत 
स | ललक लतत र तकत इसका रूप साधारण चानन के 


अर्थात्‌ एक चलानयन के स्वरूप मै छे आना हे ज्य, र के सखव माने धन है 
रय +र यह जसे अधिकनही हे) ओरप,व, त, अ, ओर क सवधन 
स्थिराङ्कदे। मानखोकिअतकतो 

त + अय+कर=त+ञअ (य+र)--(अ-क) रनदा-ह 

जर्टोशा=त+अ({य+र), ह = (अक) र 

इस लिये (त + अय + कर) पव 


= शा-प-ब {९५ (प+व).ह्‌ + (प+व) (य+ व+) द 


| रा ( 


यह श्रेटी सान्त होगी । 
अव ऊपर का दिगुण चर २१५ चे प्रकम से णक चलानयनके रूपमे भा 
प~-१-व-१ 
सकता है अर्थात्‌ ॥ 1 = त 


त+अय+कर)+11 
य~ (प + व)(अ--क)यप-र्यव 
व -- उक्र 


(प +व) (प~+-च-- ९) (अ--क)यप- ष्य 


"=-= पर= ब 4/1 


(२ छा¶व7 < 4  तप्यतार 


सान्तचखानयन | २९५ 





गा(पोगा(व) _ ट गा(प)म्‌(ब+१) ध 9 
॥| { गात्री (ततः अखोषत्व † गापन्नर) (प + व) (क) तः च्छोकक्न 


गा(पोगा.व्‌+२) _ (प्+व्‌)(प+व+‹) (अ--क)ष्टप+वः! 
गा (प+ब+र) [२ ` (ल~+अर)फकरः + ;ताट 
पव्‌ 
= याय) |तदा {6 + कोक (० 
लत + अरुक्त्वं { मानव) + ` मा्ममवनर) (तजर) 








(प+व)(प+व्‌+2 )गा(च+२)(अ-क)र ट } 
मापप+व+२) १ २(तअट,२ ९४ 





न व~ १ (< २८ 
_ गा(पफोमा(व) चय | ५ क ८ ------- (1 = ५ ताट 
~` (तक) त + अट तत + अट |२ (त+ अर) 
_ _गा(प)गाव 435 { (अ--कण्ट (तार 
= त्व +अरुक्व 1 ^ - तअ 
गा(प~+व) त +अट त + अट 


गा(प)गाचव (ज ट +ब-{तारः 
गा(प~+च) / (त+अट)(त+कट)1 


इस तरह से अनेक सिद्धान्त चना सकते हो । 


य ८ 
२१८। || ^ इ ° करोज्खाररयनाय इस का मान जानना है जदं र ओर 
५ 


य परस्पर स्वतन्नदहै। मानो कि उदि सान्तचरु=सदहैतो १९४ प्रक्रम के 
(१) समीकरण से 


"0 -अथ्यः 
= ~ २| यड्‌ उ्याग्ययताय 


अभ्यः 
परन्तु || यद्‌ ` ज्यार्स्यताय 
अस्यर १. 
च द्‌ स्यार्य्य म्र 1 इ य क(ल्यारस्यत्य 


व नक १४ 1 
म्र मअ 


( खण्ड चलानयन से ) 


स ० ,__ -भभ्यः ब्टर ^०० _-अयः 
इस छिये ॥ यद्‌ ज्यारस्यताय = दद | इ  कोज्यारस्य 
९ 





ग्रस (~ तास ग्रस 
(~) {ट व स २ 
र्अः < ये तार ञ्‌ 


सकाभागदेदेनेसे 


२९६ चरख्यरिकलन । 


तामि 

स॒ ताल(सख) स्र च. 
--- = ~~~ = - -- .. द्ध = ~~ क ॥ ¶ 1 
तार तार अः ५. अ ४ 


रर 
इस स्यिसनआद 
जदो आ कोईरके वरा से स्थिराङ् टे) 


र त्र ४ 
मानलोकिर=०्ती || ५ इ ताय = > ( २१२ वें प्रक्रम से) 
© 


(3 


इस लिये + = ए. ओर 


च 


1 ५ अभ्यः (न अः 
ॐ द कोञ्यार्र्यताय = व्र 2 

यद्यपि १९४ परक्रम मे छख आये है कि यदि कोई सीमा अनन्त के तुल्यन 
हो तव १९४ प्रक्रम का (१) समीकरण सत्य होगा परन्तु इस स्यान मे अनन्त 


५ गौरि श अभ्यः 
सीमा होने पर भी टीक होगा क्योकि दसरा खण्ड यरो पर 1 “द्र ` इ्ताय 
© 


शून्य हयी होगा यदि इ=० दो तो क्योकि ध्वे क्रम की युक्ति से मान 
२ 


[9३ भ त [अभ्य अय 
ठो किश्रेटीमे इरका सव सेवङ् मान यदि दरदो तो | इ इर्ताय 
© 





अन्यः र स 
यह इः ॥ ~ इ. ` ताय इससे अर्थात्‌ न २ इस से छोटा होगा । 
५ 


परन्तु कल्पना जैसा किया है उस के ध्म से इ२ = ° होगा इस लिये दूखरे खण्ड 
का नारा दो जनि से १९० प्रक्रम का (१) समीकरण यद्धँ ठीक ही इ । 





2 +-जय अयरिय =. ५ > 
२द। ९ ड स ताय दलका मान जानना है जर्टोज स्थिर 
9 


ओर र, य परस्पर स्वतन्त्र है । यदहो मान का मान स मएन छो तो १९४ प्रक्रम सं 


ताम जय 
र = ५ ० द ` कोञ्यारयताय 
एर 
© 


अय 
परन्तु 1 इ कोञ्यारयताय 


„. --जय _ रज्यारय ~ जकोञ्यास्य 
च्च 7 खण्ड चखानयन से 


सान्तचखानयन । 


, ० _-जय 
इस स्थि | इ कोज्यारयताय-- ज 
© 


= र स = १९ ( १ ) 


२९७ 


तास ज 
तर [न 
दस तरद से तार अरः 





[*स -१ 

दस्च्यि सनस्प "र 9 "२ ६) 
यहां पर स्थराङ़ की अपेक्षा नही है कोवि यदिर=० तोसखभी शून्यहो 
जाचगा । यहां ज के सव धन मान से स का मान ठीक होगा इस छि 


ख्ये यदिज=० 
तोस= स्प = वन्न तथं 
| 


यदि ज ऋणात्मकदयोतोसका मान--> हयेगा | 
० ज्याकयकोञ्याथय ह बयोपि 
इस एर से 1 ---च ` ` ताय इसका मान जान सकते है च्योकि 
[९ 
सरटचिकोणमिति से यद्व 
3 (॥ ०० ज्या (क+अ)य ताय + | ०० स्या (क--अ>य छ 
9 २ [ य 
[९ © 
इस के तुष्य हुआ ओर (२) सपीक्सणमेज 
म्नि = इस लिये । 
.[ = च्वफव कोन्या अ ताय = + ९ परु यदि 7 कु तो 
© 


[नभ्य 09 ऊ ॐ 
ऊपर की थुक्ति से | ज्या व व ोन्या अय 
© 


= ° मानने से दोन लण्डों का 


ताय = ० यह होगा । 


20 _ ~>, अरे 
२२० । स= इ © + यः) ताय इसका मान जानना है । 
© 


यहां ~ = --र् | इ (व +र) इस मे यदिय= ~ 
५ 
र ४ २ 
अ अ ताय अ तट ट्ट 
तो यः न ख ~ द्ध + यक जः = ~ द्धः १4 ह = - ताड 


खयि तास ०० अः, ताय 
इ्सच्यि तद्रज | इ (यः+ ~~ 
|*। 





यः“ यः 


अः 
= य| त इ (+=) तार 
॥५। 
द 


२९८ चठसयरिकखन ! 


५ अः 
= --२अ 1 क: (क + ठर) ताछ=-२अस 
५1 


इस लिये ताला = - २ ताअ 
त खस = -- २ अ+स्थि 
इस लिये स= ईइ-च्ज 


उपर केस मानमेयदिअ=०, ख || दइ य ताय = = (२१२बे प्रक्रम से) 


~/ न्‌ 
इख लिये अआ = -- ओ स = 7 इ--२ अ || ४ इ-( यः ~ 7 ) ताय 
© 


२२१ । 8 य "(लाय)" ताय = स, इस का मान जानना दै । 
॥९। 
यहां यदियन्इव्तो 
स= [ध्वम (खय) ताय = (श्न | ^ दू-(म+१)७ छन ता 
॥५। 


ल इ 1 { क(म+श))न (म+१) ताल 
= (--र ०० ~ । । 
` म +र श | इ रलन ताल । ( यदि (म+१) रख) 


शोगा (न+) 
` लङदूर्ः 


यादे छाय के स्यानमे --खा (३) ~) खा 
[ध्य (खाय)न ताय | ध्वम (-१)न (खा +न ताय 


0 
(९ 1 भ (लाश) ताय = लन ल गा (न+) = ट 


१खायताय ४५ 
4 न्यो 
२२। ॥ ए [1 खाय तय (१५+य यः+ ... ) 


रखे तो 





= (९+ २ + +. ) ) (ऊपर्के उदाहरणसे) 


द्‌ । ( चड्नकलन के २० वें धक्रम का (९) उदाहरण दे ) 
इस तरह से अनेक उदादरण कर खकते हो । 


सखान्तचटखानयन । २९९ 


२२३ । कल्पना कये कि 


स = | क्फ (यग) ताय 
अ 


तो सताग~ [क फ(य,ग) ताय ताग 
लिये अ 
इस लिये 


1 ४ {* 
|| १ खताग> || # 1 फ(यग) ताय ताग 


अ 


ॐ अ 
_ क क्‌ *९ 
वि फ(यःग) ताग ताय । द्रवं प्रक्रम से 
अ अ 


इख पर से भी अनेक सान्तचखो के मान वङ्‌ खाघव से सिद्ध हो जाते है । 
२२९ । जानते है कि | “द जव ताय = = । १९० प्रक्रम का (४) 
© 


उदाहरण देखो 
इस ज्ये अपर के प्रक्रम कोयुक्ति से यदिजन्ग, क=०,अ=०्तो 
क ताज ._ _ क “क, 
८ सं ताग = [९ ज्ञ = खान = ॥} ष || + फ(यःग) तागताय 


अ अ | © ५1 


परन्तु व फ(य,ग) ताग = [| फ(य.ज)ताज = | इ जयताज 


जय 
न. लिये 
1 -अत्य कष्य 
व्र नत [श्य 
|| १द्‌ -जयताज्ञ = & ई ---- इस चयि 
उ 


श कः ८ -अश्य ~कश्य 
|| र | फ(य,ज) ताजताय = ( = &-------- ताय=लाकः 
यं अ, 
० 


।., 





{७ 


२२५ । खण्डवलानयन से जानते है कि । 


© गय 
इ व कोज्याअ्य ताय = ~ग 
& गृ -+~-अः 


२०० ' चखयरिकटन । 


= ८ 
दोनौ पो कास के क्छ चानयनं करते से ओर ग की सीमा 
अ, छ खनने खे । 


_ ञ्य कय 

















२ प 
9 + 
०० द दू य~ ९ 
1 व कोर्याथशय तां ला शः 
*। 
ऊ कोञ्याश््य 
० उसामत्य (4 ध 
२२६ यदि आ = 1 तप्य ओर जा = त 
0 यं ^ १९५-य 


आदधे यदि अश्यन=र 


दो | ~ ष्ये नार । इसल्यि अ, से का कुक मी सम्बन्ध 
दष्ट है ओर २९९ चे प्रक्रम की युक्ति सेआ= 


० क्ोञ्याअश्य 
अच ऋ = 1 "रज तघ्य 





~~ ताक्ा (० यज्या अश्य 
उखं ख्ये = ॥ रं त्य 


02 ज्या अश्य । 
1 ट्‌ 1 य) ताय 


~ 
[ह 
© 0 
4 
= 
2! 
< 
॥ 


२१५... 
उ, ताकां (१ + यपेल्याअश्य ताय = आ 
इस लिये [ क( ताअ [ष = 


सम्डोधन कूस्मे से 


भ९ ता क 
1 क तार तामः आ = ० (९) 


© 
(९) कोद प्ताथ, से शुणकर अ के क्या से चलखानयन कर्ने 


सेड ( /. न्छा ताअ + का--अ) = स्थिराङ्क 


न्रखिरे थ९ म! चे जो मान घ्ने (९) का चल कोई नियत खंख्या के तुल्य 
रोया इर छिग्रे यदि ख, नन्त के तुरण्हो तो यिचठे खमीकर्णं मे स्थिर 
शल्य के दस्य होग्न सणोकि उसका पा पश्च दुल्य के वुल्य होत है दख चयि 
अ, फे अनन्त मानसे 


† ~ 


सान्तदखानयन ३०१ 
रः अ 
द ( [१ क[ ताञर्~+का-आः)=०= ॥ का त्मा +का - अः ˆ“ (२) 
© © 


दस लिये (१) गैर (२) के खन्छर से 
वाका. 
त्यः 


न. भ ५ [य ६ 
इखं लिये च्ा=आ, इ ' जयं आ, कोई खिर दै 
आर कद ताञ१= } आः र्‌ ताअ = -आद्टर 

लिये अ -अ 
इस लिये 1 धका ताथ! = आ९- आष्ट 
(२) सै इच च्छा उत्थापन देने से 

अ, एतौ न ~अ, द -भ, 
ताअ +का - आ = जा - आद्‌ ˆ +आःइ "-आ= आ! ~-आ = 
© 
(~ ~अ, 
= आ टस लिये काआ -“ (३) 

यदि अ९ को अत्यल्प मनं अर्थात्‌ अ९= ० तो 


कोञ्याभष्य ताय _ _ 
का = | ५ व ताय = [= =द=आ 
५ 
इससे ३) से का-२इ 


. 


[१ हि ॥1 1 [१ 
यदि थर छणहोतो(द)खेका=§्ेखा होगा ओर २१९ वै प्रकयय्मर 
युक्ति से = - 


२२७ २२६ पकम से सिद्ध हुआदैकि 


० व तान => इ ८ इसका अ, के वड तात्कालिक 


© 
सस्दन्ध निकालने से 


<्याओ टय ~अ? = 
| ०० -- वन्या स , = = इ ९ ओर चलानयत कर सान अके ० गदे 


१-य 
© 


मान के भीतरः ङे वेतो 


०० ल्याश्य + 
य (९ +- यर) श ) 


२३०२ चरूरारिकटन । 


२२८ खण्डचलानयन से सिद्ध दै कि ; 


= -भय अच्ग्राअश्य + अर कोञ्याअर्य 
॥ इ = उयाञअ्य ताय = - इ ------------ 


अ+~अः 
६. अय ~. _ -अय अज्याथ!य ~ अकोज्याथःय 
ओर || इ  कोज्याअश्य ताय न 
दून पर सं | च ज्याअश्य ताय = अञ 
© 


ञ्‌ 


-अय अ ४ 
ओर || ० द कोज्या, य ताय =---:--- र - । यदि अ धनात्मक दो । 
॥५। 


अ'+अः 
इन मे यदिअ=ण्ती 
०० _ अ १ 
॥ ज्याअर्य ताय = र = नः 
© 


[5 


ओर 1 > कोञ्याथश्य ताय =° 
© 


परन्तु || ज्याअ,य ताय = -- चव्य 
१ 


ओर ॥| कोज्याञय ताय = रा 
अ! 
इसलिये 
^ © शयं = १ १ 4 
ज्याअत्य = -- कोज्या (र) + -- = -- 
८ अः अ 


.: कोज्या (०) = ° 

=. 69 

ओर ॥ कोज्याथभय ताय = ज्या (०) + ० = ° 
9 
~~ न्या (५)=° 


इन पर से यदह सिद्ध होता दै कि यदि कोण का मान अनन्तदोतोरउसकी 
ज्या यर कोटिज्या दोनो शल्य के समान होती है यद अत्यन्त चमत्कार है । 
इस पर गणित्ना ने वहत दी विचार किया हे जिसका वर्णन इस चलरारिकरन 
की पुस्तक मे विद्याधिर्यो के चिये दुर्वोध कारक है । मेरी समन्न मे जिस अनन्त 
कोणके मानम ज्या न्य दोती टै उसी अनन्त कोण के मान मेँ कोटिज्या 


सान्तचखानयन । ३०३ 
शूल्य के तुल्य नही होती हे किन्तु दोनो अनन्त कोणो फे मानौ का अन्तर अवदय 
रम इख के तुस्य दोगा जहा म कोई अभिन्न संख्या है 1 


२२९। फर का विस्तर रूप वनाकर भी कही कदी सान्तचख का मान 
निकर आता है । जैसा किं २२२ धक्रम मे दिखटाया है उसी चार के कुछ ओर 
उदाहरण दिखलाते ह । 


यदिला 1 ९-अ इ य | ओर टा { १९ + अद्य | 
दन दोनो का विस्तृत मान ठे आकर जोड डाखोतो 
खा (१- २ अकोज्याय + अः) 
अः अर ~ 
= -२ (अकोज्याय + ह कोज्यारय + द्र कोज्याश्य + ` - * ) 
यँ यदि अ ~ १९तोश्रेदी का सान सान्त होगा 
इस लिये ./^ खा (१ - २ अकोज्याय + अ) ताय 


अ अय 
= ~ २ (अन्याय + -ष् ज्यास्य + -ट्‌- ज्यास्य + --“ 


जोर | १ खा (१ -२अकोज्याय + अ) ताय = ० 
© 
यदिअ7 १ तो खा (१- स्भकोज्याय+अ) | 


१ 
उः 





= छाः + लखा (१- - र कोऽ्याय + 


दस सिये अव उपर युक्ति से द < १ इस लिये दूसरे खण्ड का मान शल्य 
निकरेगा ओर परे का ८ खाअः = २ 7 खा यह जो किं अभीर मान होगा । 


यदिअ=१तो .^ खा (१- रअकोज्याय+अः) ताय 


= [खा { २८१९ - अकोज्याय) } ताय = [क ज्या क ताय + खा ४ | ताय 
= 1 २ खाज्या -द्‌- ताय + २खा २ [ताय 

1 1 य 
प | कल्याय ताय + रार [ताय यदिय>= त 


= 9 [ लाल्ायं ताय॑+२्यलार 


२०४ चरारिकटन । 


र ् 
इसलिये | खा (१-रअगोल्याय + अ) ताय = ४ ॥ र लाज्यायं तायं + रण्ार 
५ 9 
ग्ाण्खा ग + रष्डार = ०, ५७ परक्रमं के (2) उदाहरण से 1 


[ 9 | र ठ] [3 भ 
तीनौ स्वरूप को यदि एक ही समीक्ररण से दिखाया चाहो तो पठे को 
साअ ~ रजगकोज्यश्य + ग) ताय 


र्ग्‌ 


गे + ~ 
= खा +ला(१९ ~न कोज्यय ¬- क्र) तायपखेटलिखो यदिअ 7 गं 


न, 


२ अः < 
ओर यदि ग7अतो छाग+ ख(९- ज कोज्याय + -र) ताय पेखे किलो 
तव ॥ खा अः ~ र२अगकोल्याय +-ग ) ताय = २१्खाज 
© 


जहो दोनो अ ओर गमे से जो अधिक है उसका दयोतकजदहै। 


२९० लण्ड्वंखानयन से ¡ ला(१-२ अकोञ्धाय + अ) ताय 





{ यज्याय तय 
प ~ २२अच््‌!ड क ` १ - दरअच्ल्य 
य खा(१-रअकोरयषय + अ ) स्म| ९- र्अकीज्याय +अः 


इख लिये सुदि -<१तो 
५ ज्यायताय ___ ८ 0 

/ -ट्-रस्क्तज्यायपखर = स्म कत+अ) = अखा (१५अ) 
© 

=. 


ओर यदिअ 7 १तो उपर केभ्क्रेमकी थुक्तिसे ` 


4 र स ९ 
इस कां सान = उ खा(१+अ)-- खा (अ) = ठ सा+ ज्ञ) 


२२१ 1 {7 ऊोज्याअ! य खा (१-रअकोज्याय +-अर) ताय दख का माने 
९ 


२८ भरकम के पेखा यदि दी मे टाकर चटानयन करे (जहां सरट- 
िकोणयित्ति से दो कोरिल्याथ। के घात चो दौ कोटिस्या के योग 
मेच्वरूप वना छेन) दो ० ण सीधा के भीतर खव चलो का मान 


य 


क~; 
द 
उड़ जायगा प्क खण्ड केवट ४ --- ताय यद र्द, जघ्यगा धदि 
अः 
© 


सान्तदलसनयन | २०५ 





1 
न | > (१ [ ह् ५ षृ 
अ८ १ ओर यदिअ7९्तो उसी प्रक्रम की युक्ति से ॥ र यह रट 


जायगा । इसलिये 


षष् 
| कोल्याअष्य ठा (१--र्कोज्याय + अ) ताय 
[५ 


अ 
¶्त्ज 
= -----, वा-- - यदिअ८१९वाअ7र। 
अ, अ 


२२३२ खण्डचलखानयन से ऊपर के फट का मान ठे आषो तो २३० 


इ 7८ ज्याय उ्याथश्य ताय अ९-१ (अ१+- ९) 
प्रक्रमकी युक्ति ते ------------ अ ॥ 
५ रु १-रेअकाच्याय~+अ 


यदिञअ८१्वाअ१। 
२३३ । चखनक्रखन के २१४ वें प्रक्रम के अन्त मे जो समीकरण उत्पन्न 
इुआ है उसे रअसेगुणकर मे जोड्देनेसे 


१--अः तोर भ 
-------------- = १ + २अकोस्याय + रअ्कोऽ 
त~ ज्याय + र्अकोज्यास्य 
+ रअकोस्यारेय + 

इस मे यदिअ८९तोञस पर से भी चहुत सान्तचखो का नानो सकता 

है जैसे यदि अ! अभिच्नदोतो 
~ अः 
7८ कोज्याअभ्यताय _ पथ 

१-२अ कोल्यय + अ १-अ 


क्योकि श्रेहियो के सीमा के भीतर भत्येक पद के खान्तचट न्ट हो 
~ ~ > एअ 
जोंयगे केवट | कोजयाच्यतय ताय यह रह जायगा जिस का 


अ 
[9 क [ ० ४1१ [४ नि 
मान सीमा के भीतर इत यह होगा । 
तप्य ट्‌ भे [क व्वा, 
२३४ । 6 न च्व म नी अदि दी 
( ९ + यः १-रेअकोल्यागय + अः ड 


२४ 


२३०४६ चररारिकटन ] 


म तोलय श्व का मान ले आवो वो 


[ र्यकोज्यागय 4. कोरञ्यास्गय , ,, | एेसा होगा 


दस लिये सीमा के भीतर पत्येक पदं सम्बन्धि चलो का मान २२६ परक्रम करे (३) 
समीकरण से ठे आक्र योग करने स अभी सान्तचटख का मान 


९ व १+अद्‌ _ यह्‌ होगा । 
श 
१--अद 





२३५ । इसी तण्ड | सा(६-रअकरोज्यागय + अ) क 


= 'प्टा(९-अद ` ` ) २२४ ओर २२९ प्रक्रम की युक्ति से। 


२३६ । चरनकटन के देटथ्वे प्रक्रम मे उपान्तिमि समीकरण ओं 
उत्पन्न इथा है उस मे यर तुघ्य मान पीछेसे यके स्थानमेगय का 
उत्थापनदेदेनेसे 


ञ्यागय 
र्-रमच्धच्यान्यन्यः ज्यागय + भल्यारगय -+- अशल्यारेगय + 


जहो अ < १। इस श्रेदी भौर २२७ पक्रम से 


४ ० यञ्यागयताय ष 


१-रअकोल्यागय +य ` २(३'-अ) 
यदिगके वश से तात्कालिक सस्वन्ध निकाल्योतो २२५ प्रक्रमसे भीय 
सिद्ध दोता है । 


२७ यदि स= कोज्याय + \८-्‌ ज्याय तो फ(अ + स) यद यदि एेसा 
टो कि इमं यदि टेखर का सिद्धान्त गाया जाय तो व्यथिचार नदो 
तो टेखर के सिद्धान्त से फ(अ+स) + फ{अ +स -?) 


= २ { फ(अ) + फ() कोञ्याय +- क ( *कोच्या १९० | 


1 





< १-गः 
ओर ------------- 
१-ररगकोल्याय~+ग 


= २ + मगकोल्याय + रग कोज्यारय + सरग कोच्यादेय + - - ` 


सान्तचलखनयन । २३०७ 


4 फ(अ +-स) + फ(अ + ख प) 


इस 
१ -र्गकोञ्याय+ग +. 


ग्र 


= 1 (अ) + गक(ज) + द्‌ फ (अ) + | = द) फ(अ + ग) 


जहो ग १ 
इसी तरह दोनो फलो का अन्तर करने से 


५ फ(अ + स) ~ फ(अ + स -) 


१--रगकोस्याय-+गः प 


= ८ {| फ(अ + ग) ~ फ(अ) } 


= (ण्ट __९--गकोञ्याय 
आर कि, क-म अ अ ५ २ 
| ह -- रगकौज्याय + अः फ(अ + स) + फ(अ^+स प | ताय 


= { फन + ग) + फ(ञ) } प्र 


२३८ इस तरह असम्भाव्य संख्या का भी उत्थापन देने से वहत सान्त- 
चलो कामानथाजाताहै। जसे 


<. र. 
| इ ताय 4 यदह जो २९२ प्रक्रम से सिद्ध है दसमे 
यदि अके स्थानम =: ~ ग इसका उत्थापन दं तो 


०० , -गध्यर५/-र ८2 च 
| ड्‌ र ताय = | {कोञ्यागष्य-\८-र ज्यागध्यः} ताय 


~ 


= ॥ + ५ १ त्र 
( © 
१ -- ^/-१ ५८१ 
\८२ 


यदह पर सम्भाव्य असम्भाभ्य को अरग अग समान करने से 


1 कोल्यागप्यः ताय = 


९८ 7 


2 
श्ग\८ २ 


(८८. 
तै २, = ग~ व 
अर्‌ ॥ स्यागय ताय सग ध ् 
1 


२०८ चररा्िकटन । 


१ स _ तार _ तार 
इसी मे यदिगभ्यः के स्थानमेरस्खलयरेतो ताय = ~ 
इस लिये 
०० कोज्यारतार _ (०. ज्यार तार __ „ज- 
9 \८र दः 


© 
इस तरद से हजारो सान्तचल बुद्धिमान के वुद्धिवख से निकले दप हे ओर 
निकल्ते जाते है कँ तक छिख कर दिखखावे वुद्धिमानो के लिये इतना दी 
वहत है ! इस पुस्तक्र के छिखने से मेया यही तात्पयै है कि चख्यारि सम्बन्धि 
प्रायः सव्र विपयो सरे थोडा वहत विद्याथियो का परिचय हो जाय । 


२ [लल देन) 1 [५८ ( गयां त 


= दैः (ग,प) ओर 


ताष . 
[6 + अन्यक). द्‌-गस्याष्य) दै(गज,प) रेखा मान छो जदं 
ग-<१तोयदि 


देष(गःप) + दे(ग,प्रथ = दग!) जाँ इ‹ एक स्थिराड़ है तो 


कोञ्याप्र कोज्यापर-ज्यापल्याप,८ (१-गन्ज्या"द,) = कोज्या, एेला होगा । 
इस को सिद्ध करने के स्यि मान छो कि प ओर ष, ये दोनो नये चलरादि ट के 


फल्डैतो दिये हुए समीकरण का नये चरूयारि के वशा तात्कालिक सम्बन्ध 
निकालने से 


स्तन्न 0 क (५, 
\८ (₹-ग स्या प) तार ^^(१-गल्याष.) तार ` 


कर्पना करो कि ट ेसा है जिस से वव = \,/(१-गष्ल्यत्प) 
तो (१) समीकरण से स = ~ (८(१ ~ गञ्या्षः) 


दोनो का चग कर तात्कालिक सम्बन्धं निकालने से 


त (# = तापः २ ध्‌ 
नड = गञ्यापकोल्याप तद्ध =- ग ज्यापःकोल्यापः, 


चनक्र यागान्तर स 


ता(प~-प) गः त 
~ तद्ध ~- -र (यान्य +-ज्यीर्प, 


= 


सान्तचलानयन । २०९ 


यदि चनप्रर=-फि, प-ष्र-पी तो 

तारक ५. नाकं क 

= ग्व्याकिकोच्यापी, स गशज्याफीकोस्याफि 

त ताफि तापी ताप [ताण 
तार ताड ` ता तार 


इस लिये तापि ताष्फी 


तारः तारः 
ताकि तावत कोस्पफी, तापि तापी 


तार तार तार तारः 








र्‌ 
| = -- गल्याप्तिञ्यापी 





= कोस्पफि 


इस लिये 


_ ता ताफी)_ ता 
= तारं खज्याफी; < (ल 1 तध / = तरर शाज्याक्षि 


तार्ण 
तार तार 


इसलिये डा र = छाञ्याफी + स्थिराङ़्‌ 
ताफि कि 
~------=भस्य 

त ज्याफी | 


# $ 9 @ 9 #@& 99 + ॐ # 9 9 #9 ® @ ® 9 २) 
> ताफी ॥ ८ 
ओर इसी तरह र ज्याफि | 


जँ आ ओर का स्थिराङ़ हे। 


ताफि 
इस कारण से आन्याफी तापो = काज्याफि "तुट्‌ 


चटानयन से, जकोज्याफी = काकोज्याफी + स्थिरङ्ख ˆ" "*"*" ` (द) 
ओर प्रथम मूल समीकरण से स्प देख पड़ता दहे कि यदिपः=०्तो 
[> ~ 
त्द्‌ (ग प) त दे९(ग,द९) 
इस स्यि तव पञ्इ! ओरफिन फी =, 
2) से (आ-का) कोज्या = स्थि 
इस लिये आकोज्या(ष ~ प) = काकोञ्या (ष + षः) + (आ -- का) कोञ्याईः 
मौर (आ--का) कोज्याषकोज्याप, + (आ + का) ज्याप ज्यापः 


दस लिये 


= (आएका) कोज्याईइ, “ˆ ““ “"“ (&) 
(२) में ज = \८८ १ ~ गल्या प ) - ‰८(१-गश्या प्र) इस का 
= ताफी त ग्या 
भः - शाकः ९८ (६१--गण्ज्या्प ) + ५८( १-गज्याषर) इस का 
र 


उत्थापन दने से ओर पः = ० मान्नेसे 





२९० चरराशिकर्न । 


\८(१--गज्याइः)-- ९ = आच्या? 
ओर ९८(१-- ग्ज्य) + ९ = काल्या, 
~ > र 
२५/८६--ग ज्या द = आ+का, । ~ ~= आका 
ज्या, उ्याट! 


इसका उत्थापन (४) मे देने से 
कोञ्याप्रकोज्याप,- ज्यापनज्याषः८(१--गच्ज्या€ः) 
= कोज्यादः यह सिद्ध इञा 


= 


२९० 1 २३९ प्रक्रम मे जो सिद्धान्त उत्पन्न हुआ है उस मे यदि समश्लोधन 
कर वगे कर डाखो तो 
(कोल्यापकोज्याय-कोज्या$)ः = (१-गच्ज्याशपरेज्याशषज्या पः 
इस लिये 
कोञ्या्षकोज्याप्प--रकोज्याईगकोल्यापकोडयाप, + कोज्या इ! 
= ज्याप्पञ्या्पर-गःज्याषटरज्याष्पञ्या्प९ ओर ज्याप्प्र + कोज्या = १ 
इस लिये 
ज्याप्प -ज्याप्पल्या्प९ + कोज्या + कोञ्यापकोज्या्पः 
~~ रकोज्याई*कोञ्याषकोज्याप, + कोज्या, 
= ज्यापकोल्याष्प! + कोज्याप्रकोञ्या्प, + कोञ्याच्प 
-- रकोल्यादष्कोज्यापकोज्यापः + कोज्या; 
= कोज्याप्प + कोज्याष्प, + कोज्या, ~ रकोज्यादर्कोल्याप्रकोज्याय, 
= १ ~ गन्ल्याद्रशञ्यापल्या'पर 
कोञ्या्प्कोज्याद्‌९ जोड़ कर पक्षान्तयानयन करने से 
(कोज्याप ~ कोज्यापश्कोज्याइ)ः 
= १ ~ कोज्याप, ~ कोज्या! + कोञ्याप्प्कोज्या्‌, 
-- ग्या ड=्या्पल्याप्पः 
ज्या परस्या! ( १ - गचल्या्प >) 
इस लिये कोञ्याप = कोज्यापत्कोज्याऽ, + उ्याप.ज्याइ*/८ ९ ~ गष््याप्प ) 
यद पर धनात्मक मूल लिया हे क्योकि जव प = ° तो यदो प, = इ, 
२४९। डेए(गःप) इस का रूप गाप के वदलने से इसी चाल काटो जातादै 
केव स्थिराङ्कः गुणक अधिक हो जाता है ज्ञेसे यदि 


ज्यायः 


स्पप = नप्क्त्यारकः तो प, के चश तात्कालिक सम्बन्ध निकाटने से 


सान्तचखानयन ] २११ 


श ताप  >२(१ + गकोञ्यारपर) 
कोज्या तापर ग~+ कौल्यारप)ः 





दिये -ताप ~ २८१ + गकोञ्यारपः) 

ताध १4 रगकोल्यारयर^+ग 

गश्ज्या रप, 
+ रगकोल्यारपर+ग 
१ + रगकोज्यारपः + गकोज्याध्रषरः 

१ + रगकोज्यारपर+ग 

ताप 
(१ - गल्या ष) 
_ ^ _२(१+गकोल्यारप) _ , ~^(१ + र्गकोज्यारपः+ ग) 
१ + रगकोल्यारषर+ग १ + गकोज्यारषप् 


इस दि 


. 


ओर १ ~ गजञ्या्प-~=९- 


इस लिये 





तापः 


२ (६८ 1 
९८ (१ + रगकोञ्यारप९ + ग) \८(१ + रग -छगज्या प९ + गः) 


र तायः 
१--ग = 


\^ { १ -दपमोरन्या पः ; 


प=० 


न ॐ ह, 
द्‌ 


यहो पर कोर स्थियाङ जोड़ने की आवद्यकता नद्य टे ऋयौकि य 
तो ॥ 1 =© होता हे | 
य ~ छग 
अव ऊपर के चख मे यदि गः= त्न तो 


दैः (ग, ष) = दे१ (गए, षष) 


| 


ज्यारष 
ग + कोञ्यारपः 


होकिगज्याप्र = ज्या (स्प -प) 


एेसा माना है उस पर से सिद्ध कर सकते 








पहर जो स्पप = 


ओर जव ग = --<-- “ ग 
(१९+ग) गः ग(१ग) 
परन्तुग < १ इस लिये ४7 ग(१+ग)रओंरगः7 ग." गत्ग 
इस खयि ग से ग, चङ ठ्टस । 
इस मे यदिषश्च्य्‌ं तो षस चल्विये 


~ द (4 5) 
दै,(ग,7) न= १ त्न दे१(ग २) न म्‌ द्द (ग द्‌. = 








२९२ चलसयारिकलन । 


दे (गप) इसमे ग को मध्यस्थ, ओर पको अग्रांश कहते है ओर दै, (गप) 
= ° यदि प = ° ओर यदि पतो पूणचर का मान (ग,?) यह दै] 
इस सिये २ को पूणे अर्दा कते हे । 

यदि ७७ वे प्रक्रम के साथ तुलना कसे तो जान पड्गा कि दरैर (गष) यह 
टघुष्यासाच्र से चाप की गणना करं तो दीवृत्त के चापको धकाशाकरता है 
ओर आगे के परक्रमो से जान पड़ेगा कि देश (ग, प), दैः (गप्र, ओरदेः (अ, गःपः) 
इन तीनो मे परस्पर सम्बन्ध है उस लिये इन तीनौको क्रप्रसे प्रथम; द्वितीय 
अर तृतीय दरर्धव॒त्तीय चर कहते हे । 


यद्यपि इन तीनो के ठीक ठीक मान नही निकरते तथापि इन के अन्यक्त 
मानो के सस्वन्ध से अनेक सिद्धान्त उत्पन्न होते है । इन के सिद्धान्तो पर बुद्धि. 
मानो ने अलग एक सख्वतच््रदैधैचत्तीयचल के नाम से पुस्तक ही वना डी हे । 
अभी सन्‌ १८७२ ई० मे चरिभर (21101) ओर वौकेट (30८0८८६) ने इसी 
विषय के पुस्तक का एक वड़ा भारी प्रथम खण्ड प्रकार! किया है । 


तीसरे दैधवत्तीयचल मं जो अ, एक ओर थिराङ्क है उसे परिमिति कहते है 
ओर सर्वत्र ग सर्वदा १९सेकम माना गयादहे। 


२७२। इस प्रक्रम मे एक सिद्धान्त दिखते है जो प्रथम ओर द्वितीय वैध 
चुत्तीयचरू के सम्बन्ध से उत्पन्न होता हे । 


२३९ प्रक्रम मे सिद्ध हुआ है कि यदि दै, (गष) + द (ग,पः) 
न्द (गइ) तो 
कोज्यापकोञ्याप१ - ज्यापज्यापः (१९ ~ ग्या!) = कोञ्यादः 
अव दिखलाते है कि 
यदि कोञ्यापकोञ्याप९ ~ ज्यापज्यापः\८ (९-गञ्याष्‌) = कोज्या 
तो देर (गप) + देर (ग.पर) दै (गण, 
= गज्याप ज्याप^ व्याह, णेसाहोगा। 
यदो दिये हुए समीकरण के धमसरे स्प्र हैकि प,यदह प का कोई 
फल होगा 
इख लिये मानो कि, दैः (गय) + दैः (गयः) - दै.(ग.दः) = फ(प) 
इसका तात्कालिक सम्बन्ध निकाख्ने से 


मो = ५१ - गया) +. ८ (द - ग्या) ताण 


खान्तचलानयन । २३१३ 
_ कोञ्याय ~ कोञ्यापःकोज्याऽ, 
हि ज्याषः ज्या, 


कोञ्याय, ~ कोज्यापकोस्याइ१ तायः ४ 
उ्याप्याद, ताप (२४० प्रक्रम से) 


= त ज्याःप + ज्याः + २ कोल्यापकोज्यापःकोज्याईः } 


स 
र्स्याषस्यायः ज्याड' 


परन्तु ज्या + ज्याय, + र्कोज्यापकोञ्यवः कोज्याद्‌? 
= १4 कोज्या + गज्याश्षव्या्पर स्यादः (२४० ही भक्रम से) 


ता (ल्यापस्यापः) 


[> 1 (5 
इसं प) = गस्ट्याद्‌ 
दिये फ (प) = गस््याद्‌! उ 


इस लिये चखानयन से 

फ(प) = गज्याई१ ज्यापज्याचः 

स्थिरा जोड्ने की कुछ आवदयकता नदी है क्योकि जव पन्०्तो 
फ़(ष) = ० इस लिये 

दे (गप) + देर(ग,पः) - दे (गइ) = फए(प) = गर्पापञ्याप्रःज्याइ, 

इख मे यदि ३! = २ तो फ) = ग्ज्याषचज्यापः, 
ओर दिये दृण समीकरण ऋ रूप 

कोज्यापकोज्याप, ~ उयापज्याप, ^(१ ~ ग्या) 


. 


= कोज्यापकोज्याष! ~ ज्यापस्याप, \८(१ - ग) = कोञ्याई? = ° 

यह टीक प्प्यागननी (7222111) के सिद्धान्त के समान फट को दिखाता 
| 9 व्य अर क 
है क्योकि < प्रक्रम के (१) उदाहरण के अन्तसे जो 

इव्य^य॑ ~ अ(यः + य॑र) +अ* = ० यदह समीकरण उत्पन्न हुआ दे इसमे 


१ | 
। ६ अकोज्याष अक्ोल्याषर 
पन्यकाजोक्रम से तृद्‌ द्ल्यत्क ` त-य 
मानमानलेतो 


> 1 2 
इष्कोज्याश्पकोर्याप्यं ~ कोञ्याप्य(१ ~ उस््याग्य) - कोञ्य १८१ - उ ज्या्प) 
स्प | 
+ (९ ~ ईश्या्प) (९ ~ स्या) = ० 


२३१४ चटखयारिकरन । 

2 यं प 
अर्थात्‌ दण््याप्यज्याप्वं + ३९८९ ~ ज्याप्य ~ ज्यां - उ्याप्प ज्याष्य॑) + व्याप 
+ ज्याप्पं = ० अर्थात्‌ 

द व 
३०३२ ~ १) ज्या पल्याःष + (दः ~ १) (१ - ज्या्प ~ ज्या प) = ° 
(द - १) काभागदेदेनेसे 
ज्याय ज्याय + १ - उ्याश्प ~ ज्याप॑=० 
इस पर से रूपान्तर करने से 
कोज्यापकोज्यापः = ज्यापज्यापरं “ट ड 


2 1 
कोज्या 
अथवा, ज्या = -------- 
१-ईइज्याप 
ग कोज्याष्प 
ओर ज्यां = -कोध्या 


१ - इज्या 
इस प्रकार से प्रथम ओर दवितीय दैर्वत्तीयचल के सम्बन्ध से सेकडो 
सिद्धान्त वन जाते हे । 
२५३। अ, ग, प) = स 
३ (भगः प) ॥ (९ + अस्या प) -(१-गसस्याग्प) 
[4 
दे९(ग,प) ( ) 
= -------<- - ग 
१ + अज्याग्य द (गण्य) ता १ + अस्याव्प 


इख प्रकार से खण्डचलानयन की रीतिसेजो दैः (अ, ग, प) का खरूप 
(>. 


सिद्ध होता हे इसक्ते जान पड़ता किदैः(ग,प ) यरद, (अग,प)मेभी 
परस्पर सम्बन्ध हे | 


खजेण्डर ( 1.८86076 ) ने पडले दो द्वश्रत्तीय चलो कँ मान जानने के लिये 
एकर सारणी वनाद है ओर उसमे स्वस्पान्तर से तीसरे कामान जाननेकेचियेभी 


ष्यत ला हे। सरणी वनाने का मूल धकार ३७ प्रक्रम का (५) वो 
उदाहरण हे । 


| यदि फक(य) किसी खेतमे एक तरफ के ॐङ्कामानदटोतोय के 
स्थानम अ, अ~+-च, अ+ च, अ+रच, अ+ (न -१) च उनकाडउलत्धापन 
देने से उस खेत के भीतर उसी तरफ के फ(अ), फ(अ + च), फ(य + स्च), 


त्वव न जाक प्रमाण होने दख चयि, न डोडाका मध्यम लान जिते 
मं ओंसत वोत ह । 


सान्तचखानयन 1 २९५ 


साधारण रीतिसेवा खीखवतीमे छ्िखे हुए भास्कयाचा्यं के "गणयित्वा 
विस्तारं बहुषु स्थानेषु तदयुतिभोञ्या । स्थानक्रमित्या सममिति" इस प्रकार सखे । 


फ(अ) + फ(अ + च) + फ (अ + स्च) + - -+फ {अ~+(न-१)च ) + फ(ज + च) + फ (अ + रच) +. . +फ{अ+(न-९च) 
नं 


कसपना करो कि क-अ=नच 
इस लिये उड का मध्यम मान 


च[ फ(अ) + फ(अ + च) + फ(अ + सच) + - + फ़ { अ + (नर्च } | 
क-अ 


कर्पना करो कि क - अ स्थिर संख्या के भीतर अनन्त स्थानो के डा का 
मध्यम मान जाननादैतोन का प्रमाण अनन्त भौर च का मान शून्य हो जायगा 








„ 
न क ॥ "य 31 अ पफ 
पेली दजामे २वा४०वे प्रक्रमसे डाडका यथाथ मध्यम मान ॥ न 


यह दोगा कयौकि ओसंत मे जितने दी स्थानो को वढाते जाते है उतनादही 
ओसत सक्षम टोता चखा जाता है । 
इसचखियियके,क के भीतरके मानो मे यदि फलय) का मध्यम मान 


फ(य)ताय 


क~ शसं शा अक सीमा के भीतर सान्तचर 


निकास्नादस्ये तौ 


ठे आवो । 

जैसे किखी ने प्रन किया कि जिस चत्त का त्यालाद्धं ग है उसके परिधि परः 
एक स्थिर विन्दु मान कर वँ से वरत्तान्तगेत प्रत्येक विम्डुओ की दूरी जो होगी 
उनका मध्यम सान क्या होगा । 

य्दा यदि चत्त के फट कान तुद्य विभाग कर डठे जँ न = ०० तो स्पष्ट है 
कि देर एक विभाग चिन्दु रूप हौगे इसलिये प्रति विभागो की दूरी स्थिर विन्दु से 
रमसे श्चुरश्चुरश्रुः+ * श्रुन येद्धतोदन कामध्यम मान -र्‌ (शुष +श्चु>-+ शुन) 
यह होगा । 
इसमे अंश हर को श्रु^प^श्रुसे यणदेनेसे 

{शुः +श्ुः+ +न | शुष श 
नश्च प श्रु 

यँ १२५ वे पक्रम से श्रु ^प८^श्रु यद सेजफर के अत्यल्प विभाग का मान 

होगा यदि, ८९, ८५ ताप, ताशरु अर्थात्‌ शल्य के तस्य हो जार्यँ । - 


२९६ चङरारशिकट्न 1 


परन्तु ठेखो दशा मे न श्रु ^प^ श्रु यह वृत्त का फल हो जायगा इसलिये 


रियो _ {श्रुः+श्ुर+ * ~-श्रुन | श्रुताय ताश्च 
द्रियो का मध्यम मान = ---------------- 


{| -द वाशुताव (द्विगुण चदानयन की सीति से उचित सीमाभो 
# १ ग्‌ 
के भीतर जो मान-दोगा) 


स्थिर विन्डु सखे एक व्याख नियत खीच कर उस से ओर श्रुति से उत्पन्न 


५2 


> €, 


केण कोष्र कटो तो यों द्विगुण चलखनयन की रीति से सीमाओंकोलेनेसे 
५ 


१ 


9 


श्रुताश्च ताप 


५) ५] } 


९ 
सधष्यम मान = ह~) 


श २ ८ गचकोज्या्प ताण - 

` श्ष्मः / -ज ३ 

_ €गः 
दत्प्ग 


^ 


॥ र कोज्याप ताप 
ष 


परन्तु | कोल्याष्परताय = [७ ~ ज्याप) कोञ्याप्रताय 


ज्याय 


न्ज्याया- 
र 





इस लिये [3 कोञ्याश्पताप = (१-‡)२= ई 


~ <गः , €. _ दर्ग 
इस ष्ट ध्यम = उ € ~~ 
इस लिये मध्यम मान चं क र 








इख प्रकार सैकड़ा उदाहरण के उत्तर सहज मे निकख्ते ड । 

२७५ दागा - (१+य) का मान जानने के स्यि सारणी । 

नीचे दी इड सारणी को मने घरोपफेसर डिमार्गन के चलनकटन, ओर चट- 
राशिकख्न से चटिया दे । पोफेखर डिमार्मन ने इसको दैर््रत्तीय ओर यूखर कं 
चर सम्बन्यि पुस्तक ओर चरूणशिकलन के अभ्यासार्थं पुस्तक (जो क्रमसे 

शनि भ द 6 ख) = 1 [नज , # स > ~ 
प्यारिसख मे सन्‌ १८२६, ओर सन्‌. १९८१७ मे फसीसी मे छपी हे ) से लिया दं 
(पवाद ५८७ (0८०15 £111क(1पप्ट्ञ € १९५ 72165 एप६- 
116111165, 2115, 1826 


4150 छदट€1 ८1८८5 0८ (अल्पा [पष्ट 
12115 1817 ) 
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सान्तचलानयन । २२९१ 


इससारणी मे (२) ऊष्वीधर कोष्ट मे *०१ बद्धिसेय के मान १.०० तक 
लिखि हे । दृखरे मे उनके वदा से छागा(१य) का मान १० आधार मे १२ 
दशमख्व स्थानो तकर लिखा है गा(९-+-य) कामान य के०,१के भीतररूपसेअहप 
होता दै दस लि इस कोट मे टघुरिक्थके मानमे पूर्णाह्रको छोड दियादहै 
पूणोड सवत्र अपने मन से--९ वा इस मे १० जोड़ कर ९ समश्च ठेना चाष्िये । 
प्रायः ९ पूर्णाद्ध ही ग्रहण करना उत्तम है जैसा कि चिकोणमिति फलो के छश 
रिक्थ मे किया जाता है । 


तीसरे कोष्ठ मे एक दम्ब स्थान वद्धित संख्याथो के छघुरिकथो के अन्तर 
के अन्तिस अङ्क है जैसे य = २२ के सामने इस मे जो संख्या- ११४ २७७ ८४१ 


है इससे समन्चना चाहिये कि खागा (१.२२१)-खागा( २२०) 
= -- ००० १९४ २७७ ८४९ । 


चोधर ओर पोचव कोष्ट मे जद तीन दशमङ्व स्थान से अधिक स्थान यमे 
हो वदँ का छागा(१+य) सुक्ष्म ठे आने के सिये दृखय ओर तीसरा अन्तर 
टिखा है (चखनकलन का ८८--८द प्रक्रम देखो) इसमे भी आदि के दशमख्व 
जोकि ० है क्रोड दिये गये दै । स्वैर वा ओर इतने श्यूल्य रख दरामट्व का 
चिह्न रखो जिस मे ९२ दशमलव स्थानदो! छष्वे कोष्ट मे तीसरे दशामख्व 
स्थान के १ से टेकर र तक के मानमे छघुरिक्‌थ जानने के लिये क्रम से तीसरे 
अन्तर का अन्तिम यंक है! जो तीसरे अन्तर के अन्तिम स्थानीय अङ्क के स्थान 
मे उत्थापन देने से स्थो का तीखरा अन्तर वनाते है परमस्तु यदि तीसरे अन्तर के 
अन्तिम अङ्क का मान उसक्रे किसी अङ्क से न्यून हो तो उपान्तिम अङ्क मे एक न्यून 
कर तव उसे आगे इसके उस अङ्क वो रख कर तीसरा अन्तर वनाना जसा कि 
"४६८, ओर -७द९ मे है जैसे खागा(९ ४६०), खागा(९.४६९), खागा (१ ४६) * ` 
सागा(१-४६९) इन का मान जानना दो तो ४७ के सामने का ज़ छने से 

३,४,३,२,०,१२,८,८ ये हु इन का उत्थापन तीखरे अन्तर (--३८५) के 

द 


३२२ चलरािकटन 1 




















^ 1 
कै लिये | ^ १ : खागा(१+य) य 
| 
० | -३८५ | ४२०४८९८ | -७७द०५२| ९७७ २३९ ७३८४ ४३० | 9दे० 
द ३८२ | ४२०१९१२ | -५५४| ९८७ २३९ २४८ ३७८ | ७६१ 
ठ ३८४ । ४१९७०३० |+ २९५५ ५२| ९४७ २२३९ २०२ ८२५ | ४६२ 
२ २८२३ । ४१९२०५६ | ७८४२८९| ९४७ २३९ ५६७ ३८३ | ४६३ 
२ ३८२ | ४१८९६३२ | १२०२६३५ ९७ २६० २३५९ ६७२ | ४६४ 
० २८० | ४१८५८१ | १६२२५९.८| ९४७ २४१ ५५५ ३०७ | ४६५ 
१ २८९१९ | ४९१८२०१ | २०४११७९ ९.७७ २५३ १७७ ९०५ | ४६६ 
२ २३८२ | ४१०७८२० | २४५९२८०| ९७७ २४५ २१९ ०८४ | .४६७ 
८ २७८ | ४१७४३२८ | २८७७२०० ९.०७ २७७ ६७८ ८४६४ | ४६८ 
८ ३७८ | ४१०७०६० | २२९४६२३८| ९४७ २५० ५५५ ६६४ | ४६९ 


४९१६६८२ | ३७११६९८ ९४७ २५३ ५५० ३०२ | ७७० 








अन्तिम अङ्कके स्थानमे देनेसे ओर अन्त के दौ अङ्क ८,८के तीसरे 
अन्तर के अन्तिम अङ्क, ५से वड़ा होनेके कारण तीसरे अन्तर के उपान्तिम 
अङ्क ८मे एक कम कर देने से ४६१, ४६२, - ४६९ का तीसरा अन्तर वना 
फिर इनका संस्कार वीजगणित की सतिसरे धन कणके चदा ४६० के दृसरे 
अन्तर मे करने से नवो का दूसरा अन्तर वन गया फिर इनका संस्कार ४६० के 
प्रथम अन्तरमे करनेसे सभोकरा प्रथम अन्तर वन गया ओर अन्तमे यके 
४६० मान मे जो टागा(१+ य) है इसमे प्रथम अन्तर का संस्कार करने से सभो 
का खघुर्कि्य वन गया हे) उन सभोका क्रम पूर्वक न्याक्त ऊपरके चक्र में 
ख द्दिया द । इस पर सखे सच अन्तरो को छेकर चलनकलन के ८५-८द्‌ प्रक्रम 
सेयदिगा(१५य) के न्यूनतम मान का (जो कि २९११ प्रक्रमसे यके 
पदर ` मान मे सिद्ठ होता है) स्प लघुर्‌ ठे आवो तो 
९ ९,५७२३९९७०८२९२४० उतना आता हे । 


२८४६। ~व _ _न-? > च्‌ ५ क्र 
< / इ चअ ताय इस यर के दूसरे चरमे यदि वङ्ी सीमा ® 


धि 


ठल्य न हो किन्तु अके तुस्य ले तो खण्डचलानयन से 


सान्तचटानयव ] २२ 


4 = न -2 
1 आहूय - ` ताय 


[५ 





अनदू-अ १ अः अः 
र { नर+ तप प्ल्यन्ं * ल तलन्रल्त्ड' | 
1“ ~य. न्‌- गय 


7 (न-१) (न) „ (न - १) (न -२) (न - ३ 
जनम [९ लन + ल-त, , 


यदि अ--१ आरन बडी भारी संख्याहोतो पडी शेदीका ओर यदि 
न<-१्सेओरम वडादोतो दूसरी श्वेदी का आसन्न मान जान सक्ते दो। 
१्सेनके छे दोने मे दृखरी श्रेदीके सम पद्‌ ऋण ओर विधम पद्‌ सव 
धन होगे । 
००. ~य_ न- ४ नः 
अव | इ ष्य -°ताय = 1 इष्य ताय || चय“ = गा (न) 


र्य 


य द ध 
इस चयि | य न-‹ताय = गा(न) - ह = इ बय" ताय 
य 


= गा(न) -इ च्यत ध्या... (१) 
| $ ~य मन्‌- [र 

यदि 1 = इष्य ‹ताय=दइ या-^या ऊपर की दसी श्रेढी के मान 
पर से मान खो तो इसका तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से 


~य. न-१ य. न-र -य. न~ -य न~» .1 


इ य ` =~ (न-१) इ या+इ य या -इ य या 
इय का भाग दे देने से ओर पञ्ान्तरानथन से 

यया = {य~-(न-१) }या-य - - * * ख 
समश्चो कि ययी = (य-अ,) या - य + कया यह. एक (३) समीकरण द । 


मे [९ [१ 11 या 
इसमे यदि याःकाभागदेदो ओर -- = १ + न 


॥ क 
श य याः ५२ 
-यगः -- या ~ (य - अर) (१ + गय 9) ~ य(१ 1१ व - ) नक! 


१ 





वा ययी, = (य + अ९ + ९) या- य + ग्या 


२२४ चरराशिकटन ) 
करपना करो कि ग\ = क१ ~ अ१, कर = गर, अर = - (अ+ १) तो 


ययौ = (य ~ अर)या९ ~ य + कन्याः यह ठीक पिले ही समीकरण के फेसा 


~ श ग- याः 
उत्प [~ 0 वि 
त्पन्न इ, इसमे फिर च श यं 


ओर गः = क~ अ<, क, = गर, अः, = -- (अ+ १) तो फिर । 


रेखा मान पूर्ववत्‌ क्रिया करे 


यया. = (य - अर) या. - य + कः याः ठेसा समीकरण वनेगा । यों वार वार 
क्रिया करने से 











९ १ १ 
या =-= = ~~~ 
-- र १ गघ्य 
+ गथ्य °या + ग्य - ------=- २+ -------- 
++. ग. १1 गस्य ध्या- ९ - र गस्य ` ध्या 
स ९ 
॥ि गश्य - # गश्य -‹ 
= २ 
++ - रगत ९1 मरः 
१ # 


१ + गभ्य ध्या, 
इस रीतिसेया का मान एम वितत भिन्न रूपमे आता है जिसका मान 
जगह वचाने के छिपे खाघव से। 


१ गश्य गत्य! गम्यः 


य ।] = न ष [> # प 
१ १ + १ १+दटत्या १ 





अव (३) मे यदि अ~न -र=-न९ ओर क१=-० तो यह दीक (२) 
समीकरण हो जायगा इस यिये अव जो ग ग, इत्यादि पर से या काविततभ्िन्न 


के रूप मे मान आवेगा इसका उस्थापन (१) मे देनेसे 1 थ इष्य" इसका 
© 

मान मा जायगा) यटि अ,क,ग को अः, क, ग! इत्यादिके मान जानने के 

चिये सोचा मानोतों 


गा = कृ ~ अ; कर = ग, असर्=- (अ, +र ) इन पर से 


क दे ७ < _ इत्या _ 
अ| नः (नः+) न -(नः+१) नः -लन नर) ना (नः+) इत्या. 
क| ० -नः ४९ १-न९ २ र्-न१ ३ २-न, इत्या. 
ग । -नः र्‌ १-नः २ नरः २ दनः इत्या. 


प्िरगकेमानप्ररसे 


सान्तचटखानयन | ~ २२५ 








3 य न -य न, 
|| इ य {तायन्इ य = 
। ९५ न्य 
य" 
09 ~~~ 
९ १ + इत्या० 
-यनः १ नरय-य-? (१--नः)य ५ 


2 - ह्‌ 4 इत्या 


इसमे यदिय=अओरअ णक वड्ी संल्याहोतो वहत जष्द आसन्नमान 


[क -य म्‌ ^~ 
सूक्ष्म आ जायगा फिर ॥ ~ इष्यः तापर इसे मान से ( ९) समीकरण से 
अ 


अ न्न्य नई [+ 
इ य ताय इसक्रा भां आसच्चमान आ जायगा) 
© 


भव इतना ही कह कर इस अध्याय को खमा करते है कि इस सान्तचदला- 
नयन से अनेक चमत्कार रकार उत्पन्न होते ह उसी दिये गणित छोग आज तक 
ङखन ङु बिचार करते ही चे जाते दै । इसमे प्रवेशा होने के लिये जितना 
दमने दिखलाया है उतना ही वहुत है । 


अभ्यास के लिये प्रर ) 
सिद्ध करो कि 


0111 


५ (६ वम = ५२ 
क{सयाच 





अ ताय 
| ॥ ----- च ८ २ ;§ 
६ +य +-~((अ~+य) | 
ताय श्रू [8 यग र 
अ + रकय + गय ५८ (अग-क ) श 
~~ 


। 1 


2 


१ ५ 
॥| =) ताव = र्ट १३ 
| 


२९ 


श ९ व 
|| य“ ६ १-य)* ताय = न 
|| 


[म ~ 


9 
[> अ १ त्‌ ~~ १ = जकन 


© 


दरद चरसरिकटन । 


७। [क > _ २४६ .,(सन-१) १ 


1 7 ललकल्नं 
ठ (अ ~ कय) ३ २५७ न ‰# अक 1) 
१}न 
< [` [खा ताय = 
© 
९। || 1 
ट (अन~यन)न् नज्यान 


१०। | ०. ताय ___ 7 
< (यः+ अप) (यः+ करे ˆ रजक ~क 


०० ताय 
1" स 
र ध्र 
१२] स्पनष ताप = --------7 (~ वि 
९३। (१ य'+य- ताय श 
य+य- य रनकौज्यागं यद्‌न~म 
अ व॑ 
९४। ॥ ४ -- (दन) ताय = -कोज्याईकोज्याई 
+ कास्याञ + कोल्याक 
यदि अकत 
स च्अय ~= य = 
९५ [= न (द) ताय _ च्या 
~ ~ काल्या + कौस्याक 


यदिअ~+क < 


6०9 इकय + द - 





र्‌ = 
+ दन्य -ङइ्तत्व कोच्याअय ताय 1 + द्‌) कोज्या 
४ इ“ +- रकोल्याक +ड 
यदि क्र < 
प्य -क्य 
ध ॥ ~ कोज्या ज्याक 
| ग्य ज्याययताय = -न---ज्याक-----अ 
७ ५ इ + रकोल्याक +ड - 

यदि क <~ च 

२८] क इअ _ इ~ 


` इ-व--टत्-व ज्या्यताय = 3 





स्कोञ्याक + इ -“ 


सान्तचल्यानयन । २२७ 





य~ 
१९। | ५ ह्टव ताय = (्कास्पथ ८ - --, यदि अ < 


ट्सक्ा मान क्या हागा 


9 
|” ला(९-+-ञ्या याय) 
कोञ्याय 


उ०श्भ (अके वश से तात्कालिक सम्वन्ध निकाश्मो) 


० इ-गयक्ोज्याम्रय रः (म 
२९। ध ---लच---- ताय इसका मान बताओ उ० स्प" (य) 
५ 
० सखा(१+अयः) र 
२५। --------- ताय इसक्राक्या मानदहग 
| १+कय # ५. 


[1 


ट भ~व; 
० 7 सा(२५१ 


८५ 


फ 


(अके वशसे तात्कालिक सम्बन्ध निक्रालो) 


अय -अय्‌ 
न 199 द न~ (= ५2 उद्‌ 
© 
सिद्ध कये कि 


त यथ-१९ +य“ ताय 


= खा (स्प-- 
१५-य य ( ) 


~ = ि ग 3 
२५ | स( १९4 कोञ्याथ कोज्याय ) त ( ५ 
© 


ज >." अः 
२८ 1 यभ्टखायताय १ उ्य्रा- 
। १५+य ४ कोठ्या 





© 
€ ध, ३. ~य +कः 
२,.७। (4 त्यि ध | न अवम 
ध य +कय +कः ्) 
€ 
२८ 8 नयत्न-ष्ट्य^ताय = 
© 


२९ ॥ सकोच्या (अस्पय) नाय =प्ट्र 





2 छ"्यनाय - ¡._; 
,। श ॥ सिद्ध करे क्ति | क क स श्ट [-- ष्च | 
#। # 1 (अ ~ ~ यप्र यर) + 6 


२२८ चटररारिकरखन 1 
दर! सिद्धकयोकि 1 \८ (रस्पप) ताप 


=ज्खा{1८२-१९}, मानदो कि स्प्यः 


१ ~ ~ = क स 
२२ सिद्ध कयो कि ॥ < \८ (कोस्पय) ताप = प्त [+ला {\८२+२);] 
© 


२२। सिद्ध करे कि कय इ भय  चड्नन ताय = -->, यदिय = 
© 


3 यदि ए (यवै = फर य) ता सिद्ध कसे कि 


१४ ताय = ध ताय 
यफ(यः,ड-) ४ यफ(यः-दे ) 
€ प 

३५ सिद्धकरो कि | "डन 

॥। 


कोठ्या (ल्याताय)य = 


(डमाइवर ऊ सिद्धान्त से कोज्याव. कोर्यार, इत्याटि क स्पमे इसके मान ` 
तस्य एक श्रेढी चना कर चलानयन करो) 


[93 = (~ ् ए 7 गा लप 
२९ सिद्धकयो कि ज्यान्यताप = \८ न्‌ या 


२७ सिद्ध करा कि गा(र)गा(=९) = 4 गा(न) 


२८ सिद्ध कते कि ञ्या-'पकाञ्या-ष्पताय गा(म)गा(न) 
(अञ्या प + कक्रोज्याप)-न ~ द्ञन्कन्नाद्म +न) 


1 
1 
=+ 


>९। सिद्ध करो कि | ~ इ --वकोल्याकयन- ताथ 
|= 








गा(म्‌) त कोल्याम { स्पत 
(अ +कः) 
[। | ~ गा 9 द 
ओर ६ इ~ *"ज्याक्य य-प्ताय = (न) मज्याम{स्प- क) 
ठ (अ + क) 
| 
3 ~यं 9 ग्‌ 
[* एताव = -वाि , 
3 =1 


ग = 1 न्य वि क्त 
लम अ=अ - क ८-ट्‌ मान सम्बाव्य, असम्नाञ्य करो वराधर करो) 


सान्तचलानयन । ३२९ 


(~ (~ गर 
७० सिद्ध करो कि ॥ = -ज- ८ ॥ ० ज्याय _ 
& 





यः 





(4 (~ | 
७१। सिद्धकरो कति | कोञ्याकय यन-रताय = 


(+| गा(न ५ 
|| ज्याकय यन-' ताय = ग ज्या दः 


५, 


४२। सिद्धकरो किं | -शाकक्ताकं 


० यनताय कत 





` गा(न) कः+यः गा(न)स्कोग्या द 
| ० _ज्याक्खताद कन! तः 
ख गा(न) रन्याश्ट 


© 
[4 [9 00 २ [क्‌ ^) (व 
४३ सिद्धक्रसेकि इ ` र"तार = - \^ 7 
१ त 
४४। सिद्ध कयो कि छ यः-ईइ य )ताय = (क-अ)\^ 7 
© 


खा(९-रनकोज्याकय +न )ताय __ 


[9 ० ५५, 
७५) सिद्ध करो कि सं 
० 


यदि न < १ 
ध (त १ + रनकोज्याअय-+-मः ताय 
कि खा ----------------~- 
© 


५५ सिद्ध कसा रप स्नकौस्याकयदन य यह क्त से 


रला(१+ नोटा 3, रला(९ र लाक इसके लस्य होगा 


यदि न<१,न7 
(करखानी का सिद्धान्त देखो) 


४७ सिद्ध कयो कि न छाय + -- ) = १ खाय) 
© 





१ य 
(य = स्पध रेखा मान कर अगि क्रिया कयो) 


४८ सिद्ध करोकि | | < = ~| ताय = खा (ल -कोय्मकः 
9 
२.५ 





२३० चटयशिकरन । 


+ म _ जअन 


४९ {सिद्ध करा 1 छं यं 
ठ 


( छाथ = र मान दृखया रूप वना कर प्रुखानी का सिद्धान्त ङगावो ) वा 


म्‌ 
द्विगुण चलानयन | [१ य- {ताय ताअ इसका कसो ) 
र्ण [५ 


५०] सिद्ध करो कि [* { ५८ (स्पष) +^ (कोस्पष) } ताष = रद 





५ य्‌ स्प^प 
५९। सिद्ध करा कि ` अकील्यास्व + कस्याष्व ` 
© 
ि 1 ९ 
` २कोञ्यार्‌ नण ध्न श्न 
अ ष्ट क्र न्‌ 
यदि न < 
[> [> दय + 4 3 (ने 
५२। सिद्ध करो कि ख| 1 छ््टे { वायन, 
(इय काअंशहरमे भाग देकर घुरिक्थ की श्रेढी से क्रिया करो) ~ 
५८य लाय 


८५२। सिद्ध करो क| (रतये ताय ण 
© 


(~ = (~ दए = म~? 
५७] सिद्ध करो कि ॥ व = 





(| ४२ 
धग 6 (१ + गय) (१-य) न 


(क + गय). + ५ 
_ गा(द)गा(म) १ 
गा(द्‌+म) क^(क+ग)ः 
ज्यान -्घ ताष 
५५ सिद्ध करो क| = 
य! + कश्कोज्याषोन 
= ग) _ सन न 
गान) (अः - क) 
॥ि ध यम-ःताय ध्रः 
५८ सिद्ध करोकिन | ९ त्क = --- 
यनन ज्याम्‌ 
८७] सिद्ध कसे कि 
यन्न -रताय यम-'ताय 


(१-यन)न 


सान्तचखानयन । ३३१ 


ञ्या अय ल्यागय 


र ताय उस का मानं अ, ओर 


५८५ सिद्ध करो कि | ° 
© 
केवशासरे °वा ¬ ई अथवा ¬~ २ रोगा) 
ध 09 --(यः ९ ध) १८7 प्क 
५९ सिद्ध करो कि 1 ड्‌ यर, क ताय = \7 
© 
६०। सिद्धकयो किं 
कोज्याप 
॥ (यः+ >) कोज्या { (य+) ज्याय} ताय 
© 


= «7 =-र्अकोञ्याप 
२ वात करोच्या { रजज्याप +} 


जोर | ° -( यः+ ->) को्याप 
[५ 


ज्या { (यः+. ) ज्याष } ताय 


= ^> + -र्अकोज्याप 
> इ स्मकाज्याप ज्या ( समज्या +-१्‌) 


(५स्वं प्रञ्चमे कके स्थान मे कोञ्याप^+उयाप\८-- का उत्थापन दे कर 
सम्भाव्य ओर असम्भाव्य को अङग अरग वयवर करो ) 


( द --यः) कोञ्या गय ताय -ग 
६९। सिद्ध करो कि 5 त णद 
© 


य यः क 
२२९ धः २.४६ 


= 21 कोज्या ( यच्यारः) तार 


६२ सिद्धकरो कि १ 


प्र 
६२। सिद्ध कये कि [९ * ज्यायञ्या-' (ज्याय ज्यार) ताय तार = १(५-१ 
© ५ इ 
८ 0 गा(न + १) कोज्या (६- 
६७। सिद्ध करो क| “ कोज्या (कय नं) ताय = गान 
© 


४ 


2 ~ ८१ लायताय.__ 
८ [विक श व व 
६५ सिद्ध कयो कि शद्रल र 
© 


ताय (छाय) ._ 


९) > ~. (९ 
देद। सिद्ध कयो कि ह्यं 
1 


२२२ चरखुराशिकख्न } 


=^. स्न + त व 


६७। करो कि | = 
अ ५८ (रजय यर्‌ ९८ (य) 
र ६ ॥ द्‌ (गः ९); जहाग = 
{ २७ प्रक का (३) जर दऽ प्रक्रम का (४) उदाहरण देखो } 
६८। जिस वक्र का अक्षीय समीकरण श्रु = गज्याष कोज्याप यह है उसमे 
प=०ओरप~=र्‌ के वीचमेश्चुति का मध्य मान निक्षाछो। उ० 


६९ सिद्ध करो कि 
षू १ कृ धके ५, 2 
॥ इ ताय व + ऊद क = >~ 


७०} सिद्ध कसे 


इ | ~ इ-पलायवाय = शाय ‰ थ--.. स्व - स्य डेव, दय... 
६ 
७१। पचीस अंशुल आधारः पर जो वर्गाकार एक रूमाल थी उसके वीच मे 
एक किनारे से दूखरे किनारे तक एक रड़फे ने एक ॐेदी खाल रोानाई से धारी 
करद} धारी के प्रतिविन्ठुं से सामने रे भुज पर छम्ब उालातो छम्ब का मान 
६५८ य ठह ती रम्यो के मध्यम मान तुष्य ख्स्वसे यका च्या मान होगा । 
पक कोने से छम्ब मू का अन्तर य ह | ॐ० य >= १११ अंगुल 


इति नवमाभ्याय । 


ध ` व 


प्रिधित प्रकीणेक । २२३ 
अथ द॑ललाध्याय) 


[+ 


सिधित पर्णं 


= 


| 
^ 
८1 


२७४७ द्दरितरे भक्रमके अन्तमे सिदहो चुकाहैक्रि यदि सीमा सिरा 


ह 
रोती 8 || फ(य,र) तारतायथ = ( व फ(य,र) तायतारः 
अ भ म ल 
परन्तु ण्दि इन सीमाथामेसे ऊोरईृद्रो चरुहो जैसाकरि द्वे पक्रममे 
दिखलाया दै तव कैसे क्रम को वट कर चलानयन करना इसके लिये एक उद्‌ 
हरण दिखाते है । 


0 \८(य ~य) फः (यर) तार ताय ऽसपे कम को वदरते की इच्छा 


हे । अर्थात्‌ जहो ण्डे र के वश से चटखानयन किया गया है चहो पदे यके 
वश से किया चाहते हे । 


यह यदि चविचासेतो रकी सीमा ० ओर '८( अ~यः) है इसलिये कद 
सकते हो कि जिस चत्त मा केन मूक स्थान यौर व्यासाद्धं अ है उसके प्रिधि- 
चतुथा के प्रतिचिन्दुतकरके मानमे पटे चट निकाल गयादहै फिर र अक्ष 
ओर चन्त के योग विन्टुसेटेकर्य के अ तुल्य मानम चल का महन खाया गया 
है । दसयिये यदि ख = फ(य,र) य॒द्ट॒ एक घनपूष् का समीकरण कट्पना करे तो 
उरण्र का द्विगुण चद २७४ वे क्रय से ए घनश्नेतर के उस खण्ड के धनफर के 
समानदैजो दख वृत्त पादक प्रतिविष्टुसे स्व खडा करने से टम्वाप्रोके 
भीतर है । इखल्िये यदि अव कम व्दखना चाह तो चृत्तपाद के भीतर पटले य 
की सीमा ° ओर\८(अ-र) होगी फिर र की सीमा ० ओर अ होगी इसलिये । 


असयः अ~र 
(3 «^ (अ~य ) फ(यः,र) तारताय = | ४. (८८ ) फ (यर ) तायतार 
6 "6 9 `9 
पेसा होगा 


. कम वदखने से क्या अभिघाय है इसके समञ्चने के छ्य केवर ऊपर उद्‌ा- 
हरण दिखलाया यया हे दखके चये कोई विधि नही है उदाहरण के वश बुद्धि- 
मानो को चाहिये क्ति कम वदने मे सीमाओ का नान कर । 


[य ~ २ 
२४८ उपर फे विपय का एक ओर उदाहरण दिंखस्तं ₹ । 


३२४ चटरारिकल्न । 


॥* [ | र फ़( यर ) ताल तार वाय इसमे क्रम को वदटना हे । 


© © © 

यहो सीमां के देखने से वोध होता है कि एक सूची के सीमा के भीतर 
चलखानयन किया गयां हे जिसके सीमां के चरातल काक्रमसंलट=-० टर, 
र्=य,य=अ, ये समीकरण हे] . 


इसलिये क्रम वदख्ने से 


॥ | भ {९ फ(य,र+र)ताल्तायतार 
ब "0 


| | ५ अ फ(य,र,रु)तायतारुतार 
७ © र 


¢ | ज फ(यः,र,र) तायतारताल 
© ख र्‌ 


[अ | [ब फ(यः,रःख) तारतालङ्ताय । 
© © ख 
1 || र | फ(यःरःख) तारतायताख 

|५। ल ठ 


ये पोच मेद्‌ होगे । इन पचो से वही चल अवेगा जो कि दिये हण फल का 
[९ १ मे र 
चर होगा । यदि फ(यः,रख) के स्थानम १ सखलोतो छो पर से न यदी मान 
प्रतीति के योग्य आ जायगा । । 


२४९। ^. शातारताय इसको व ओर श के रूप मे वद देना रहै जदं 
रा, य ओररकाफलदहै ओर 


फ९ (य,रवःश) = ०, फर(यःरवःश) = ० *  * - (र) 


यो पर इतना समन्र खेना चाहिये कि „८.८ शातारताय इसमे र के ज्ञात 
सीमा के भीतर चलखानयन किया गया दहैजो सीमायेकिय के फलहे ओसय 
की सीमां भी क्ञात है ओर यद भी जानने दै कि स्थिर ह । 

(१) इखके दोनो समीकस्णो परसे वकी उन्मिति जान उनके खास्यसे 
स्प है किं र= फा(य,द) (२) रेखा होगा । 

व्सपरस्रे तार फा(य,श) तादा जहो फा(य.श) य को स्थिर मान 
शाके वा से फा(यन) का तात्कालिक सम्बन्ध है । 


मिधित प्रकीणक । २३५ 


र, ओर तार का यह जो मान आया है उसका उत्थापन ,/ दातार मे दने 
से. शा, फा (यरा) तादा फेसा होगा जो चा, यह शाके मानभे रका 
उत्थापन देने से दाका रूपान्तर है । इसलिये पे द्विशुणचलानयन का रूप 
^^ शा, प(यः+श)ताराताय फेला होगा जहो र के नात सीमा परसेद्ाकी 
भी उचित सीमा (२) समीकरण से विदित दहो जार्थेगी। 


आगे अव समघनो कि उदाहरण के रूप के वरा से जेखा कि २४७-४८ प्रक्रमो 
मे दिखा आये है ././ शा, फा (यरा) ताश्च ताय इसमे उचित सीया के 
भीतरक्रम को वदरं कर ^. दाः फा (यरा) ताय ताश दरसका मान जान 
खिया अव चाहते है किय ओर तायको उडद ओर उसके स्थानमेव ओर 
ताव आ जार्यँ 


(१) के समीकस्णो परसेर कीदो उत्मिति जान कर उनफेखास्यसेयका 
मानले आवोतो स्पण्टैकिय=फि(रखव).- * (३) होगा फिर इसपर से 
ताय = पि (राव) ताव, जो फि(शव) व के वर से फि(राव) का तात्कालिक 
सम्बन्ध है । 

दिगुणचर काजो.^.^ शा, पयर) तायताश यह रूपान्तर है इसमे य, 
ओर ताय के मान का उत्थापन देने से 

././7 छौ पा(य+श) पि(दा.च) ताव ताश जँ शार के मानम यके मान 
का उस्थापन देनेसे शा रआया है ओर फायदा) के मान मे य के स्थान मे 
फि(शच) का उत्थापन दे देना हे। 

यँ य की जानी इ सीमा पर से (३) समीकरण के वल सेदाकेरूपमें 
चकीसीमा विदित दहो जायगी । 

(९) से ओर चख्नकलन क 

ताफर तार + -ताफ, ताव्‌ धः ताक ० 

तार ताज्ञ ` तावं तारा तादा 


ताकः तार , ताफः तावं = ताफर _ ^ 
तार तारा ताव तार तार 
ताफः तार ताफश्‌ ताफ> तार + ताफय्‌ 


------- 
-------- 


| वे तात 
तावच तार त्न“ तश्च _ तार्‌ तास 
खी उसन्मित्तिसे 1२ ~ ---रन्- 





ताश ताफ, 





३२द चररारिकखन । 
ताफ५ ताफ; तफ ताफः 
~~ तारः _। _ ताश ताव ताव ताश 
ञ्ल छथि ताश ` फ(यभश)= ताफ५ तकर _ त।फ९. ताफः । 
ताव तार तार तव 


तात्कालिक सर्वन्ध छने के अनन्तर र ओर वके स्थान मे उनका मानजो य 


ओरदाकेरूपमे आयादहे रख देना चादहिये। 





इसी तरह (१) से 

ताफ! ताय , ताफह तार , ताफ_० 
ताथ ताव तार ताव तवि ` 
ताफः ताय , ताक तार , ताफः_ ^ 
तार तावच तार ताव ताव ॥ 


तार्‌ ५ [$ 
इस परसे त की उन्मिति जान कर 





ताफ! ताफ> ताफ{ तफ. 
ताय ता तार ` तार ताव _। 
ताव ` ताफा ताक ` ताफा तक्म 7 फि(शव) 
ततार ताय ` ताय तार 
दस लिये फा (यरा) पि (शाव) 
ताफ१ ताफ,  ताफ़ए ताफ. 
_ त्न ताव ` त्व ता 
` ताफ+ ताफ- ताफ, ताफ. 
त्ता ताय तताय तार 
इन सवका उत्थापन देने से। 
ताक! ताक> _ ताफ! 
 [ | गातारताय ५ न 
ताक, "तकर ताक 
त्तर तताय ` तायः 


ताफः 


ताद तावताश (४) 


यहो भी तात्कालिक सम्बन्य छेने के अनन्तर य ओरर के मान का उत्थापन 
देदेना चाहिये जोकरिवओरदाके रूपमे आपेदे ओरयाकेमानमेभीय, र 


के इन्दी मानो का उत्थापनटेढो। 
यदि (र) समीकरणकास्प 


फ१(यःर+वःरा) = य-फी(कःश) = ०,र-फीर(क+चा) = ०, = फश्य) रव; श) * 
प्साह्ोतो 


-() 


मिधित भरकीणेक । २३७ 


ताफः ताफ ता 
2 = ष * = ० 3 2 =. स = 
ता ताय तार 
इस का उत्थापन-(७) मे देने से 
तापो, तापी ताफीर तास्त 
दा तारताय = डा ५.२ _ तर तः 
१ | | सा ( ताव ताश्च तार तच ) तावता 


यष्टा (५) वेसेय, ओररकेमानवसौररके रूपमे जो निकडेमे उनका 
उत्थापन श्ामेदे देना चाहिये । 
यदि (र)चेंसेय, ओरर के रूपमे फीषवश) ओर फी-(व.रा) आ मान 
छप्‌ 


जानकर तात्कालिक सम्बन्य निकालो तो उपर का समीकरण नीचे छिखे समी 
करण के समान दोगा । 


यतर 
|| [शा तारताय =| २190 ) ताश ताव . . . (द) 


ताच ताश्च ताश तावं 
यदि (९) समीकरण का रूप नीचे लिखि के णेसादो 
व -- फुष(यःर) = ०, हा--पुश्यःर) ० “ ˆ " “ (ॐ) 
तो उपरदहीकी युक्तिसे 


क्षा तारताय या ताव तार दातावतदि 
॥| तापः ताफु> _ ता, ताः तव ताल ताव ता (८) 


.---~--` --- +“ ~ 


ताय तरर ताय तार ता्यत्तर तार्‌ ताय 
र ५ [> [4 [3 ५ क ओं [5 ९ कु 
नये चौ फे यदि सीमा प्रसिद्ध दहो जार्थे ते (४), (६), ओर (<) वं से नये 
चट राशि के वशसे द्विगुण चल का मान सहज मे सिद्धो जायगा परन्तु 
(  _ आ भ 
^ रा! फा (यरा) ताद ताय पर से क्रम वदखने मे जहो कठिनता आ पड्गी 
वहो पर ये सच वेकाम पड़ जार्येमे । 
२५० ऊपर के प्रक्रम की व्यासि दिखाने के चये ङुछ उद्राहस्ण 
दिखाते हे 1 
(९) 1 [ शा तार ताय इसको वदा के वदा से वद देने की इच्छा 


श [ 
द जथ ~+र्=व, र = चश्च । 
उपर के पकम में ज्ञेखा लिला है वैसी सव्र क्रिया करने से 


दाय 5 तार य 
हू-श = ताद ~ ` (~स 


२८ = 





द्‌ 


२२८ चरखरार्िकखन 1 


गु-यु दिये 
जवर=०्तवशार०्ञौर जवरन्ग~-य तव जज ख दि 
पटे र को वदने से 
गृ-~य 


ज 
[गि ॥ सा९य८१ ~ श) ^ तार ताय एेसा इसा । 
© 


इस द्विगुणचल का २४७ प्रक्रम के ठेखा यदि स्वरूप विचासे तो ग व्यातादं 
से जो चत्त वेगा उसके एक व्यास रेखा को य अक मान ओर उसके एक अग्र 
से भुज गणनाकरेतोराका मान, उस कोणकी कोटिज्या होगीजो चृत्तके 
कोच्यग्र पर केन्द्र से गई रेखा ओरय अक्ष से उत्पन्न होता है! इसलिये एक 
वृत्तपाद्‌ के भीतर शाका मान ०ओर ९ के भीतर होगा ओर य की सीमा० ओर 
ग(१-शा) के भीतर होगी इसि यदि उऊपरस्फे दगुण चल- म क्रमको 
चदे तो 


ग(१-स् 3 
[ 4 | ८ शा९य( १ ~ रा )-^तायताश्च फेसा दोगा) 
© © 
अव टसम दिये हुए समीकरण से | 
य = व(१-दछ) ओर ल =१९-दराओौर जब य=०्तय च~० ओर जव 


य=ग(९-रा)तववच=ग इसलिये उपर के.दिगुणचरुका रूप 
ग्‌ 

[१ 1 + | खा च ताव तादय एेखा दुधा । 

८ 


(२) ८ ख तार ताय इसकोश्चु, ओरप के साथ वदृ देना है जदो 
य = श्रकोलञ्यप, र = श्रञ्याप । 


यहां मान छो किशान्प्ररवन्श्चु दै तो २७९ परक्रम के ८६) वे 
समीकरण से 


ताय तार्‌ ताय 


[~ त्र ल्य पप्र र - 
तप ताय ताय त्तव ` श्ुकोञ्या प ~+ श्रस्यापन्श्च 


दसचिये उपर के हिगुण चट का रूप .८.८ जा श्रताश्रताप्र रेखा हुभा। 


से यटि विचारतो १७८ वं पक्रममे जो घनम जानने के लिये अश्चीय समी- 


करणपरसे प्रकारलिलादेरउसीके समान दे! सीपाथो का विचार थव्य 


यो पर कर टना चाहे जिसमे य्नौररकेचवणसे जो अवयव येसो वेदी 
व्यव व ओरद्ाके वदास भी या ज । 


८ 
(५ 


{ 


सिधित प्रकीर्णक । २३२ 
इसी मं यदि रा = फ(अय +कर) तो ऊपर की युक्ति से वद्छने पर दियुण 
चरकारूप 
^. फ { ज श्रु कोञ्या(प - अ) } श्रु ताश्च॒ताप फेला होगा, 
जहो ज कोव्याभ९ = अ भौर जन्याय, = क ! दसम यदि प~-अ,=पतो 
द्विगुण चखकारूप 
|| फ़(ज श्रु कोज्या प॑)श्रुताश्चु ताप, फिर इसमे मान लो कि 
४. 1 { 1 1 
श्ुकोज्याप = य ओर श्ुज्यापं = र तो इसका रूपान्तर 
॥ [फन य) तारं ताय॑ फेसा होगा । 


(एक एक को स्थिर मान कर तात्कालिक सम्बन्ध निकाटो जेसा कि २४९ वें 
पक्रम मेका है) 
स्वर चिदह्वको उड़ादेनेसे 


॥ [कफ (अय + करतार ताय = || [ फ(जयोतार ताय 
जदा ज = ,८(अः + क) ओर विं पश्च की सीमाभों पर से उदाहयस्ण के 
स्वरूप से दहने प्न मे सीमा का ज्ञान प्राय. दौ सकता है । 
(२) १५२ वं प्रक्रम से किसी घनश्चे् का पृष्टफङ सिद्ध दै किं दिशुण चद 


मरे ता ताटे र भ (स 
फेरूपमं [1५८ ५९. (य) + स ) } तार ताय रेलाद्ोगा इसे ताप, 
ताप के वदरा से वद्ख्ना हे जं 

ल = श्रुकोल्याय, य = श्रुल्यापकोस्याप, र = श्ुज्याषज्यापः 

पष्ठ फे खमीक्रणसे कःय ओरर के रूप मे आजायगा इसलिये क के 
स्थानमेय, रका फल रख दरेनेसेस्पठदैकि प, पका कोड फट श्रु दोगा इस- 
सिय पडे तार ताथ वदलने के लिये २४९ वे प्रक्रम की युक्तिसे पहले पको 


फिसपको स्थिर मानसख्नेसे 


ताय _ तावु ञ्यापकोज्याप, + श्रुकोल्याधकोञ्यापः, 
ताप ताप 





ताय ताश्च ५ शुर ञ्य 
~---~ = ----> प कोल्याधर-श्रुद्यपि स्यापः 
तपरः तायः स 

तार 


ताश्रु_ न व््ो ञ्याप ल्यप 
~= उ्याप व्याधाः श्रु वि स्यापः 
तावर = "तावे य ! + 


३४० चछरारिकटन । 





तार _ ताश्रु_ धरज्यापकरोऽ 
---~ = याप ज्यापः, + श्रुञ्यापक्रौल्याप 
ताप, ` तत, ^: + 
कयि ताय तार _ ताय तार. = श्रुल्याय (शर कोऽ ताश 
मः आ ङ प्‌ श्रु का उ्यपषि न य ञ्याप 
इस किये ताय तावर, ` ताव, तारं = 4 (ध कोञ ताप | 


इसलिये तार ताय को हरा कर उसके स्थान मे 


श्या कोज्याप + तुर याप) इसे रख दो 
२ 
अव\८ { १ (&) (शर) } इसके वदलने के छिये एक एक को स्थिर 


मानने से चख्नकलन के दद वे प्रकमसे 


ताल तार्तयि , ताल्तार्‌ 
तषि तयताष तारताप 


ताट _ ताल ताय + नाट तार 
ताप ताय तापः तार ताध! 


र 
अं तं = सवं कोज्याष ~ शवुज्याष 

ताक _ ताश्च ~ 

ताव्‌ = ताप, कोज्याप 

अव इन परसे | का मान ठे आवो तो एक मिच्च होगा जिसका अदा 


ताड तार तार तार 


[ति श =" ० ४ कि ति 59 क 


तापर तापर्‌ तापः ताप 
त श्रु 
ष | तं कोज्याप - शच जयाप | [ सा ज्याप्र उ्याप+ + श्रुज्याप कोज्या, | 
तार तार 
ताष९ ताष 


ता 
= शवुज्यायकोज्यापकोज्यापः ता ~ श्चुश्याप्प कोल्यापः 





= ~~ श्रुज्यापः 


ताय तार तयि तार 


ओं = ~--- --- ~ --- 
एर दर= तत्वं ताप - त्तयः तामं जिसका मान अभी उपर छे आये दं) 


रस तरह से 

श्ुज्यापकोज्यापकोज्याय, -ता श्ुज्यापरतावु _ श्रु्या्पकोज्याप 
ताल त १ताय, ` 4 ४ 
[क क क ~~~ 
ताय 


श्रुज्याप ( श्वुकोज्याय +ज्याप त ) 
दसी तरह से 


मिभ्ित प्रकीणैक् । २५१ 


ध तश्च = (या ताश्च स 
पः (त्ते +न उयाष, --~ -- श्रु्याश्वञ 
तार 


शुख्याप ( श्ुकोज्याप +ज्याप न ) 


इसलिये १+ (र) + (चर) 


२ 


ञ्य ताध्ु +, „२ ताश्च ,. 
श्रज्या २ ( ~< ): + श्र्ल्याः 
1प~+श्रुः ( त्त )* + श्रुज्या्ष ( र ) 


यातव (्रकोज्याप + ज्याय -त न) 
इस ख्ये वदे इद दिगुणचख का रूप 
= ताश्च ९२, ~र, / ताध. 
“ल्या य + (--=~ )} + उ्यापर (---= श्रु 
11५८ {भ याप+ (ताद ) + न्याप (ता) } ५. 
एेसा इञ । 
यदी १५५ वे परक्रम में भी लिख आये है। 


(+ ~ 


२५१ इस प्रकार से द्विगुणचल का जो परिवत्त॑न किया टै उसे ्षे्ररीति 
सेभी दिखा सकते है । 


र्‌ 


गु नो 


><) (1 





[> न, क 
करपना करो कि ^^ शा तार ताय यह क द्विगुण चल ह लिसक्रा सान 
मकागाधा सीमा के भीतर जितने य, यर र है उन सवक्रे वा से निकाल गया 


२४२ चटरारि कखन । 


हे! मानोकिय=फः (वादा); र= फ. (कग) . (१) जर्टोव ओर नये 
(६) से कट्पना करो कि 
व = फार); ज = फा,(य;र) ~“ ज “ (२) 


अव इसके पदे समीकरण मे यदिवके स्थनमे क्रे$ स्थिराङरखटेतो 
कह सकते हे कि यद एक को$ वक्र का समीकरण होगा इसलिये नये नये 
स्थिराङ्खौ के रखने से इस समीकरण से एक वक्रो की ष्टी उत्पन्न होगी } मान 
खोक्रिवके स्थानमे एक स्थिराङ्कको स्खदेनेसे आपवगावक्रकासमी- 
करण उत्पन्न हा । आपवगायह फसा वक्र हा जिसके पतिविन्दु पर 
फा९(य,र) यह एक स्थिराङ्क के तुल्य होगा । उसी प्रकार से समन्रो कि च के स्थान 
मेच+^^ चके स्खदेनेसेदृखयभामनगौवक्रद्ुभा। इसी तरसे (९) मे 
दूसरे समीकरण से समघ्लोकिं जसे एकवक्रकापमधाओौरशके स्थानमै 


क भ 


[द्‌ 0 1 1 क ५०० 
रा+^“+राकेरखदेनेसे दइसराकावमयघा वक्र हुआ अवमानो किप विन्दु 


समक 


# 


=, ~ कि 


कराञु=य. ओर कोटिर हे जिनकेचरासेवभम विन्दुभोके रुज कोटिको 
जानना हे । 


समीकरणसेस्पण्टेकि दाके स्थानमेश्+^ चाके र्खदेनेसे 


भुज कोटि होगे । इसदिये यदि ^+ रका मान वहत द्धी छोखा माने 


तोवके भुज कोटिके मान (१) सेक्रमसेय +~ ^ दा, ओर र+ श ^ श 


वसी तरदवकेस्थानमेव+^ वके रखदेनेसेम के भुज कोटि के मान 


(९) से ओर.^ जको बहुत दही छोटा मानने से य+ स^ व ओर र + रव 


| 


रोगे, चके स्थानमेव + ^+ वथ के स्थानमेज+^ज क्रो रख पने 


सेभकेमुजकोटिकमसेय + ८ व + --^जायौर र + णर/ च+ तार ^ शा 


ताद 
के होगे, । इन चारो चिन्डु्ो के युज कोटिके मानासेस्पण्ररोनादेकिये 
चासे विन्दु एक समानान्तर चुन के कोने पर क्रम से स्थित हे जो चतुर्थज 
अत्यन्तच्छरेटी वनाम चक्र चापीय चतुर्ुजदो जायगा थर उसका फट यदि 
कणाच भुज क्ट केवयसं टे यायोतो 


शम 9. व करि ध 
= ताव तदि तान्न सत ^ रा ^ च यह होगा। 


इस लिये ^. शां तार ताय इसके स्थान में 
= | [सौ लर तान ~ कत च) ताज ताव ठेखा रख सकते है जेसा कि 

२४९ वें प्रक्रम के (६) वें समीकरण से हे । 

इसमे उदाहरण के स्वरूप के वश से जहो पर कि सीमां को जानते है धन 
कण का संराय निक जायगा | 

यहो पर पे व को स्थर मान श के वशा से जो उचित सीमा के भीतर 
चलानयन करिया जायगा चह उपर दिखाये हए अनेक चतुर्भुज ॐ योग के वरा 
से होगा जिनसे एक आभ्रागागौ धारी वन जायगी फिर उचित सीमाभो क्ष 
भीतरवके वर सेजो चछछानयन किया जायगा चह सव घारियों क्ते योग के 
वश से अर्थात्‌ आकागाघा सीमा के वश से होगा । इस प्रकार से आकागाघा 
सीमाओं पर जो नेक टम्ब खड किये जार्थेगे उनके भीतर जो घनक्नेच का अव- 
यव होगा उसका घनपल आ जायगा यदि ऊपर के द्िश॒णचख मे शाख 
मानद] 


२५२ इसी तर से .^.^.^ रा तार तार ताय उस चिगुणचट को तीन 
नये च के चरा सरे वदखना हो जरह नये चरो का पुराने से सम्बन्ध 
य=फ(व, रा, ह), रफ, (व, शा, ह), ख=प्५(व, शह). -* -* (१) 


इस तरह कादोयतो पडे खके स्थानमेह को र्खनेके लिये समस रलो 
किं जव ता का साधन करते है ञ्खसमयय ओररको स्थिर मान ते दै 
इस व्यि (१) के पदे दो समीकरणो से च की उन्मिति से श का मान चा ओर 
के फल रूप मे आवेगा फिर विलोम उत्थापन सेव कामानमीयः,र ओर के 
कोई फल के रूप मे आवेग । इसय्यि छ मे इनका उत्थापन देने से ख का मान 
भीय.रओर हका कोई फल होगा । इसयिये इस फल मे य ओरर को स्थिर 
मान जो ताढ का मान आवेगा उसका स्वरूप ताह के वश से सिद्ध हो जायगा 
इसल्यि तार के स्थान मे ताह को रख सकते ह । अथवा (१) से चटनकट्न के 
६७ वे परक्रम से । 


ताय 


ध ताप -ताच + ताफः? तार र ता 
ताह 


ताव ताद तादा ताह ताह 


© = 


२.२४ चदटरारिकटन । 


तार ताफ. ताव ताफ> तादय ताफ> 
--- = ० = -----~ ---- 4 ---~- ---- + ---- 
ताह ताच ताह ताद ताह ताह 


तठ _ ताफः ताच ताफः तारया + ताः 


[व 0 4 का 1 [ह कि 
194 2 


ताद्‌ ताति ताह ताश्च ताह ताह 


~ ताव ओर ~ ताय्‌ ~ उरि (~ भ ४० 
यदह त आर तह क उलन्मरार्तयापषरस 
ताद्‌ ना 
ताह तार ताफर ताफर ताफर 


ताव तारा ताव ताद 


ना = ताफः (ताफः ताफः __ ताफः ताक 
जदा ताह \ ताय ता ता `ता 
„ ताफः (ताक ताफ, __ ताफः ताफः ) 
ताद \ ताव ताश तच ताश्च 
„ ताफ\ /ताफ ताफः __ ताफः ताफः 
ताह \ ताव ताश ताव तार 
इस सिय उपर के चिगुण चख का रूप 


ना 
रा ----------------- ताद तार ताय णेखा होगा। 
1 [| ' ताक. ताक तकः तारः वद य फेला हो 
ता त्च ताव `ताल्ञ 


जहां रा ख के स्थान मे लका मान जोय, र ओह के फठरूपमे 
आयादहे उस का उस्थापनदेदेनेसेराकामानदटहे। भौरलरके सीमा पर्से 
ह सीमाय भी माद्ूम हो जायगी । 


अव उपर के चिगुणचल मे मानो किदो वार क्रम वदख्ने से 


ना 
रा ~~~ तार तय ता द्य क्व मान 
11 ' तार. ताफः _ ` तारः ताफः च 
ताव, तल्लि ताव ताश 


जान खया तो २०९ वे प्रक्रम की युक्ति से ऊपर (१) के प्रथम दो समीकरणो से 
तार तांय करे स्थानम 


ताक; ताफ> ___ ताफ- तफ ) ८ ड | 
त्त्र तजन ताश्च त्क्ल / त्पवतागच्सका स्खल स 
दस स्यि चिशुण चद का स्प वदने से 


18; या ताव ताज ताद दोगा । 


मिभित प्रकीणेक | २४५ 


जहां यर ओरखकेमानजोकराओौरह के फट रूपमे आगे उनका शां 
मै उत्थापन देने से शा हे । 

२५३ । इस प्रकम मे उपर फे प्रक्रमो का विरोष वोधदहोनेके लिये दो 
उदादरण दिखछाते दै । 


(१) (| [ - -फ(अरयः + अत्यर+- - + अनयन)तायनतायन १ ` -  तध्यः 


इस अनेक गुणचङ को एक गुणचरू में वदख्ना है जहां चलो के प्रतिमानो 
केवरासे(जो कि यः+-यः+-यः+. . +-य८१ इस नियम से आवेगे) 
चलानयन क्रिया गया है । 
यहां २५० चं पक्रप के (२) उदाहरण के फेला वार् वार क्रिया करने से अन्त 
मे अनेक गुणचलख का रूप 
01 -.-फ(जयः ˆ) तायन तायन-\ * तायः रला होगा । 
जहां ज = \८(अः + अ+ अ? + ` - ˆ + अप्र) 
यहां पर यह जो परिवर्तन किया गया हे वह सव चखराशियोौ का व्भेयोग 
१ से अधिक नही है इस नियम को न तोङ्गा अ्थीत्‌ इस म भी सव की वही 
सीमा रहेगी जो किं पहेरेमे थी । 
इस खियिय,को छोड ओर चङूगियो फे वश से चल्यनयन करने में 
ओर यः + य्‌ +.. + यद्र ^ १--यः मान छेते से २१७ वें भरक्रम मे यदिं 
द्‌; म, न, इ्यादि को १९, प, व, म इत्यादि को २ भर अ, कः ख 
यादि को ,^(९ -यः) मान ठे तो चखराकियो के सव धन मानमे मान 
„ { गा) (९-यरो र यह होगा । 
२न-ष्णा ध ॥ 9 १) 
परन्तु यदि जैसे चखूराश्ियो के मान सव धन किथे गये वसे ही ऋण 
यि जाते तो खव मान उपर के भान का रन गुणित होता । इस 


९ 


----- 


म- 
लिये सव आन ~ = (१--य ~ दस सिये ऊपर के अनेक शुणचल का 
गा(न-*+ १) 
मान ` साधारण चल के रूप मे य, के--१ ओर + १ मान के भीतर 
त न ~ । न~~? 
व [९ फ(जय,) (६- यरो <` ताय, यद दोगा ) 
+ १) १ 


गा 


२९ 


२७६ चखयरिकलन । 


फ५अस्य? + अरय>- + ` + अनय 
(२) 1 | ि न र -क--क्ह--- च्छ तायनतायन-! ˆ ताय, 


इसको साधारण चल के रूपमे ठे आना है । जहां यः+ य+ -+ यर <-१ 
यहा भा २८० वे प्रक्रम के (२) उदाहरण के फेखा वार वार करिया करनेसे 


(जयः) [क श) पि 
॥ 1 | "त-य क-- दयः ) तायनतायन-! तायः णेला होगा । 


अव यदा य! को छोड़ ओर चलरारियो के वदा से चखानयन करने से ओर 
चर य+ “ +यन < ९-- यः इस नियम से चर्रादियो के सव धन मानें 
रश्द्वंप्रकरमसे (जेसाकि द्‌,म,न इत्यादि का मान ऊपर (१) उदाहरण में 
माना हे वैसा ही यो मी मान छेते से) 


१\ } न! _ > ---१ न~. 
९ _{गा(2)) | यः (९-यः-च) च ----? 


रन गा टद + 


न्‌ न 
ह. पा = (२) - १२१२ वे मकम से) 
रनर प - (९- यः) - १ 


परन्तु यदि चरुराशियो के मान ऋण भी लिये जार्येतोस्प्रहेकि ऊपरका 
मान रन! गुणित होगा । 


इसलिये ऊपर के अनेकः खण चकरा मानयःके- १ ओर+१ मान क 
भीतर साधारण चल के रूपमे 


न्‌ 
ग्ड 


न॒, 
श + १९ फ(जयः?) (१-- य) - १ तय! एेसा होगा । 
ग्‌ 


७ बहुत से चिकोणमिति फलो के रूप चखराशिकखन के वल से श्रेदी 
म खा सक्ते दे। जैसे यदह चाना है कि 


फ(य) = आः! ज्याय + जार ज्यान्य + आण््याच्य + .+ आमज्यापख (१) 


यद सम्राकरण यके स्थानमेप, र, रेष,“ मप तक उत्थापन देने तक 


ठीक रटे जां प~ न्ग ओर आः, आ, आम स्थिरङ्क दहै । तो यां 


सव सिथरा फे मान जानने के ययि नीचे च्खिडपयम समाकरण उत्पश्च होगे 
प(य) = आ.ज्याय+ जान्ञ्यारेष + आश्ल्यारेप + , + अएस्यामष । 


मिभित प्रकीणेक । २६७ 


फ(रष) = आएज्यारष + आर्ज्याछप -+- आरल्यादय + + आपञ्यार्मप । 
फ(मष) = आटज्यामष + आर ज्यारपषर + आज्याप्रष + - - --+ आनस्यापमपर । 

इन मे पहले को ज्यासष, दूसरे को ज्यारसपष, - अन्त को ज्यामसप 
से गुण कर जोड देने से दहने पक्ष मे आन का गुणक 

ज्यासष ज्यान ~+ ज्यारसप ज्यारनप + -.* + ज्यामसप ज्यामनप 


यह होगा । दस शुणक का दला चिकोणमिति से 
कोज्या (स-न)प + कोज्यार(स - न)पर + - -+ कोर्याम (ख - नोप 
--{ कोज्या (स + नोप + कोज्या (स+ न)प-+ . -+ कोस्याम(स + न)प } 
यह होगा 

इसने उपर के श्रेढी का योग निकोणमिति से 


ल्या (स्म कु १) (म न) घष~-य्या (स-न)प 





२ज्या (नष 


स्या { (ल-न) -- (स | - ज्या (स इ 
__ (स-नाप 
२२ल्या व 


सथान मे ~न का उत्थापन दे देने से नीचे के धेदी का योग 


ज्या { (स +न) 7 (सनष )--ज्या सनो 





२ ज्या (स~+न)षे 


यहां स्पष्ट है कि यदिख-न यह विषम संख्या होगीतो उपरकेषेदीका 
योग शल्य होगा ओर यदि स~न यह सम संख्या होगी तो योग -१ होगा। 
इसी तरह स+ न के विषम संख्या होने से दूसरी का योग शल्य श्गैर सम होने 
से-१ के तस्थ होगा । इख पर से यह एक सिद्धान्त उत्पच्च होता हे क्रि यदि 
कषम, ओर सम के वशा सर जाति का विचार करे ठो कह सक्ते हेकिय्दिन 
कीजातिससे भिन्नो तो दोनो योग शून्य ओर प्क दहो तो -{ दागे। परन्तु 
संख्याम के सिद्धान्त से यदि स-न विषम तो स~+न भी विम होगा भौर 
यदिरू-नसमतोस+नओी सस होगा इसलिये यटि न्मसके समाननद्ो 
अथौत्‌ स से भिन्नहोतो आ का गुणक दन्य होगा । 

यदिनन्सतो आन का युणक 


३९८ चङरािकूलन 1 


ज्यासप + ज्या रसप -- - +चज्यामसप 

= मृ - 3 { कोज्यारसप + कोज्याछ्सप + ˆ + कोञ्यारमसप } 

यह दोगा जहौ ऊपर की युक्तिसे कोटिज्याथोका योग -- १ के वराच्र 
होगा! इखय्ये फेसी दशा मे आन का गुणक ई यह होगा । 
इसलिये 

आन = चरर { ज्यास फ(य) + उ्यारसप फ(रष) + -+ज्यामसप फ(मप) | 

जख के स्थानमे१,२, -मका उत्थापन देने से आः आ९- ` आम 
इत्यादि स्थिराङ्खो के मान व्यक्त हो जार्येगे । 

ऊपर अ केमानमे यटिमको अनन्तमानेतो श्रेढोके डासजोध्ण्वे 
प्रक्रम मे चल का स्वरूप दिखलाया है उससे 


4 "बृ नक [२ [4 
आन = क| `“ उ्यानरफ(रा)तारा फसा दोगा ओर ० ओर के भीतर 
७ 


अनन्त तुख्यान्तर य के मानो में 

फ(य) = आ च्याय + आ- ज्याय + अएज्यारेय ~+ - * इत्यादि यदह समी- 
करण ठीक दोगा] 

खाधव से ऊपर के समीकरण को 


९9 श्र लिखते [ 1 
फ(य) = त्यो २ ल्यान्य ध ` ` ज्यानशफ (श)ताश णेखा छिखते है यों 


© 
यौ ‰ यह दिखाता हे किन के स्थानमेक्रमसे 
९, २, “ = का उत्थापन देने से जितने मान होगे उनका योग कर दिया गया 
डे । इस सिद्धान्त को ल्यागरेञ्च (1.34-271&€) ने निकाला है । इसके विषय 
पर प्वाऽरान (72015501) का विद्योप दिखाते हे । 


२५५ २३३ वं प्रक्रम से वादेतदे कि 
१--चः 


९--२ च कोज्या --य) + च 





= १९4 स्वकोल्या ०) 


+ रच"कोञ्या शय) + स्चभ्कोञ्या २ (व) “ (१) 


जर्दो चः \ से न्यून दै इसयिये श्रेढी का मान खान्त होगा । 
(९) के ठोना पक्षको फ(श्ल) ताश से गुणकर दाके वदरा से चलानयन 
करो-ढ, ठ सीमाया के भीतरथरचको श्रून्यके खमान माने तो वायं 


मिधित प्रकीर्णक । ३४९ 
पक्ष का अंश शून्य होगा इसलिये यदि इसका दर शून्य न होतो श्रेदी द्वारा 
चरानयन की जो विधि है उससे स्पष्ट हे कि, वायं पश्च के चख का मान शुल्य 
होगा परन्तु यद्वि यका मान-द्‌, रद्‌ के भीतरहो तो चानयनं कै वीच मे 

ल्य 7(रा-य खये 
हर मे च कोज्या ह जो यह भाग है उसका मान ९ के चरावर होगा इछि 
फेसी स्थिति मे दर का मान (९--च) यह होगा तव यह नदी कह सकते कि 


ब्राये पश्च का चर दुल्य होगा । फेती दरदा म इसका सान जानने के लिये कटपना 
कयेकिंश--य-लयरच=१-इः 


न | (९--चफयोताच [‰ + च)फ(य + ल)तादं 
१ ~ स्चकरोज्या (० च इः + ध्यज्या ` 


इसमे निश्चय हे किं रा--य इसका मान घन वा ऋण जव वहत ही छोरा 
होगा उसी समय के मानकातो विचार्ह्यी कररदेदहै इसलियेज्याचापका 
भेद न मानने से ओर फ(य + छ) = फ(य) करपना करने से 


॥ इ₹'(१-+ च)फ(य + खोता. _ ~ (२ चोप | ताल 








( धृप्ल चु (सन 
३ + चस्या द + - ट 
॥ तार २दफ(य) स्प ~? प्ल 
= २ इर्फ(य) ४ श्ट (1 ड्श्द 


द्‌ 
इसमे मानो किकी सीमा अर, ओर-- कटै तो मान 


र्दफ(य) {| प~ स्प 3 | एेसा दोगा । 
१ 


ह 
इसमे इ९ को शुन्य मान लेने से 
२ दफ(य) ठेखा होगा । इसलिये यदि य,--द ओर द के भीतर हो तो फ(य) 
= इ । र फ(छ)ताश्च + -दरं यौ 8 फ(श) कोज्या न~ ताश -“* **(२) 


न्द 


यदिय=द्‌ बा--द्‌ तो वाये पक्के चल का मानजवश, द्‌ सपर. £ 


रदफ८य) श्ल नीकरणो से 
बहुत ही पास दोगा च~-य=र स्प दूर इन दोनो समी 


कमसेद्‌ { फ(द) +फ(- द ) } यद होगा क्योकि जव यनद ओर ४६ ट तव 
-- तक 
श--य = छ यह समीकरण दिखलाता है क्िखका मान केवर --कसण०्त 


२५० चररारिक्टन । 


प्ुचेगा भौर जव श = -- द्‌ ओरय=--द्‌ तवका मान कवक ० से अर तक्र 
होगा इसलिये पेसे समय मे (२) का वायो पन्न ई { फ(द) + फ(--द) ; 
यह दोगा । 


इस प्रकारसेद,--दकेवीचववाद्‌ः-द्‌के तुष्ययके मानम दहने पक्ष 
का मान निश्चित दहो जातादहे। 


२५६। २८५ वें प्रक्रमकी युक्तिसे यदि ० ओरदके वीचश्के मानमें 
सान्तचलानयन करो तो 


फ(य ) = स {क फ(शा)तास ~+ ट यौ ९ [4 फ(रा) कोज्या न” यताशा ““ (१) 
© © 


यदह समीकरण ० ओर द के वीचकोश$्यके मानमै सत्य होगा परन्तु यदि 
य॒=०तोङपएरके घक्रमकी युक्तिसे वार्यो पक्ष फ (०) ओरजवयनदतो 
चार्यो पश्च ‡ फए(द) होगा । 

इसी तरह 


„ ०= {ि फ(र)ताश + -रयौ ~ ४ फ(रा) कोञ्या म) ताश्च, -“ (२) 
© © 


यह ० ओर द्‌ के वीच चष्ेजोयका मान मानो समीकरण सत्य होगा । परन्तु 
जवय=०्तो वार्या पश्च फ (°) के तुष्य ओर जव यन्द तो वायो पश्च 
फ़ (द) के तुस्य होगा। 

(१) ओर (२) को जोड देने से 


फ(य) = य ~ [९ फ(श) ताश + -र यौ ९ कोज्या व [कोज्या नणय फर) 
ट 
© |५। 


ताश --(2) 
र ~ 
यह य का मान चाहे०ओर द्‌ के तुल्यो वा इनके वीचमे हो 
सर्वत्र सत्य रहेगा । 
(१) ओर (२) के अन्तर से 
= २ यौ० ज्यान्म |; चन्र दु 
फ) = दयौर ज्याद्‌- | "ज्या च्य फ(शा) ताश . . (४) 
© 
यदय कामान यदि ० जौर ठके वीचमे हो तव सत्य होगा ओर जव 
=° ओरय=द्‌ तो वायो पश्च अवदय शून्य के समान दोग! यदि देखो 
तो (४) समीकरण ठीक ठीक स्यागराज्ञ के सिद्धान्त से मि जाता हे । 


मिधित प्रकीर्णक । ३५१ 
४५ 
थोड़ा सा परिवर्तेन कर देने से (३) से (७) ओर (४) से (द) समीकरण 
उत्पन्न हो जाता है । 


जेते (~ भे से ~ रत्य 
जसे यदि (३) भे फ(य) फे स्थानसे यदिज्या दफ्(य) रख दो तो 
ग्रा १ ग 
ज्या फ(य)= द 8 ज्या ~। फ (श) तारा 
ˆ 


२ अमः कोल्या नम्य नण्ड ^ त 
+ यो ९ कोज्या - [९ कोज्या ट ज्या द्‌ फर) ताश 
& 
र मं + गव्दा + श मे = 
समे कोज्या ~ ज्य ‰ के स्थानम इसका जो दूलरा 


(न+-श्ोण्ल १, (नश) 
द 2 


ज्या यह रूपान्तर है इसे रख 


देने सेस्या व फ(य) 


१ यौ 00 ~र) ग प्रे 
= यौ ९ {कोज्या (र --कोज्या तष्य} ४ ज्या रफय)तारा 
© 


एेसा होजायगा । इसमे { } इसके अन्तर्गत दोनो खण्डौ का विक्ोण- 
मिति से रज्या 2२ ज्या" ठेसा रूपान्तर कर दोनो पक्षो मेलज्या-श्वका भाग 
द देने से (४) उत्पन्न हो जायगा। ओर ऊपर जो क्रिया दिखलाया है उसके विषयत 
से (४) से (३) यह उत्पन्न हो जायगा । 

२५9 इने ऊपर दिखरये हुए स परीकरण रूपी सिद्धान्तो की व्यानि दिख- 
खाने के लिये इस प्रक्रम मे कुछ उदाहरण दिखटाते है । 

(१)यको जीवा कीश्रेदी मे ठे आनादहै। 

यो २५६ प्रक्रम का (४) समीकरण प्रहण क्यो ओर मानलोकिदण्तो 
यहा फ(य) = य इसलिये फ(श) = रा 


इसयिये [२ ज्या च फक) ताश = 10 शाज्यानशा ताश 
© © 


(~ त अ व 
* -- यदि विषम ओर -- -- यदि न सम इसलिये 


; - 


च =२ { ज्याय--१ ज्यारय+३ ज्यास्यि- छं ज्याध्य + 


२५२ चटयरिकटन 


यरय के ० ओर के वीच दे भानोमे सत्य दै ओर यह भी देख पडतादे 
कि यदिय=०तवभी ठीके ओर अण मानमे भी देखने से स्पष्टे कि टीक 
हे इसलिये -- 7, "प के वीच मे -- ० को छोड ओर सव मानौ मे समीकरण 
टीक इुआ । 

(२) कोज्याय कोज्या की श्रेढीमे ठे आना है । यर्टोभी रथ्का 
(७ ) समीकरण छेन से फ(य) = कोज्याय इसलिये फ) = कोञ्याश इसलिये 
यदिद्‌=ष्तो 


॥ ज्या 7" फ( श) ताश =  [कोष्याशा ज्यान ताश्च 


= १1 { ज्या(न + १) श + ज्या(न--१) र } ताल 


५ ( कोञ्या(न + ९) , कोज्या(न--१)दा 
४ न+ न--र | 


इसदखिये [* कोञ्याश ज्यान ताश =° यदिन विषम शो 
© 


>, रन [५ 
ओर = नदर्‌ यादे सम 
इसलिये 
~ _ २ { ध्ञ्यायर्य , <ञ्याध्य ? + (-९) 
कल्याय र सू ६ एद ५४ नर नज्यानय- 


यह ० ओर "प्के वीच, °ओर णको छोड़ ओर यके सव मानो मे 
सत्य हे । 

(2) (ग स्थिराङ्क को चाहते है किय की ज्या श्रेढी मे ठे आवे । 

य्टो भी २५६ प्रक्रम का (४) समीकरण केने से ओर फ(य) = ग, ओर 


ध „ न 
द्‌ = १ मानलेने से || ग ज्यानश तारा = ग | ” ज्यानश्च ताश = न यदि न 
9 9 


विपम, =०,यदिनस्महोतो 
इसलिये 
गं = ऋ { व्याय +> ज्यारेय +- र स्याष्य + |, 


~ कामागदेदेनेसे 


ड = ज्याय + > ज्या देय +र ज्याय + 


[क अः क्‌ 


सिधित्रकीणंक । ३५२ 


[९ [१ (० 
यह ० ओर के वीच ०्ओर को छोड रय के सव भानं मे दीक 
भे 


होगा । इसी मे यदियकेस्थानसेर-ररखदैतो 


३ ् 


= कोज्यार -- 3 कोज्यादेर +र कोज्याप्र--3 कोञ्याऽर + 


~. 


यह र के--ई ओर के वीच--रओरट्को छोड ओर सव माना भे 
टीक होगा| 

४) य को इसकी कोरिज्या की श्रेदी सें छे आवो । 

यहा २५६ प्रकम का (३) समीकरण ग्रहण करो ओर द = पमान लो तो 


| राकोञ्यानराताश्च = -रज्यानरा शोध्या 
[स श्रि = २२ (~ [+ [न 
इस लिये ॥ रकोसञ्यानरातारा = - द्र यदिन, विषम हो। 
© 


(२ (~~ 
ओर = ° यदिन, समदय) 
~~ (॥ (१ ८ 
ओर ॥ रताश = -्‌- इसलिये 
© 
य = ₹--- { कोञ्याय ~+ -- कोज्यादेय + --ः कोज्यापय-+* .} 


यह यके ० ओर 7 मान मे ओर इनके वीच के मानमे भी सत्य होगा। 
यदि यहोय=---र तोर के-> ओर > मानमे ओर इनके बीच के 


मानमेमीर= --(=्यार -- -दरज्यादेर + प ज्याणर ' ) यह ठीक रदेगा । 


(५) इय इसको ज्या की श्रेढी मं ठे आबो । 
यों २०६ प्रक्रम काः (४) समीकस्णक्ेनेसे यके० ओर '्को छोड़ इनके 
बीचकेमानमे 
ल्यान ८५१7) ज्यानय 
( (१ कोल्या 4 
{ १० वे पक्रम का (५) वोँ उदाहरण देखो ¦ 


(> इभ्य को कोरिज्या की श्रेदीमं ठे आचो। 
यहो रथे प्रक्रम का (३) समीकरण छेने से 


इभय = + इ~र सज भो कोज्यान द्‌ १ करोस्यानय 
अ १८ ` १ अ+ 


यह य के ० ओर 7 मान में ओर इनके वीच के मानमे भी ठीक होगा । 
३० 


२५५० चरुरारिकटन । 


(ॐ) ज्याय को ज्या की श्रेढी मे ठे आवो। ऊहो अ < द 
यदोः भी २५६ प्रक्रम का (४) समीकरण खेन से 
८/1 रज्यारेय _ एज्याध्य,, , 
~. ह-अर ` र-अर ` उख  ४्अः 
यद्यकते० ओर ० ओरष्फे वीचष््को छोड़ ओर सव मानोमे टीक 


होगा । 
(८) कोल्याअय को कोटिजञ्या की श्रेढी मे ठे आवो 1 जह अ < १ यहो 


२५६ प्रक्रम का (३) समीकरण छेने से 





क. ९ _  अकोल्याय , अकोञ्यायस्य } 
कोज्याभय = ~= ज्या 1 अ 


यह य के ° ओर 7 मान मे ओर इनके वीच के मान मे भी ठीक दोगा। 
(९) इभय --इ -य इख को ज्या की श्रेदी मे छे आवो । 
यो २१६ पक्रम कां (४) समीकरण छने से 

न ~ 





१ (अश्च -अरा) 
ध ज्यानरश्तारा=- ् कस्यानप 
| (द इ अ) ज्यानरशतारा ~ ज्यान 
इसलिये 
इभ्य --द्‌ ~-अय 
(अ प =) ् यय्‌ = रल्पार्य्‌ रडयषटरेय ५ 
१ (इ ) ( १. ~ (| २ ~ अः ४ ` इष्उदरः ० 9 ) 


(१०) इ¶(-) + इ -अ(7-च) इसको कोटिज्या की शओेदी मे ठे आवो। 
यदो २५६ प्रक्रम का 2) समीकरण रेने से 


श्र पर _-अ/7~ अ चयग___ उ-अम 
1 1५ +. |, कोज्यानशतार = (ई ---ई-- = १ 
अ+न 


(५ ट न र ~प 
ओर || { छत) + इ -अ(ग-दा) } ताश्च = -इ---5-* 
६ अ 





(य ~~) ध 
इसलिये द्र ----------- = = ~ कोञ्याय + कोल्यासध्य १ 
€ -इ स्जः ९+ञअः दअ 


इख प्रकार से ज्ञारो उदाहरण सटज मे सिद्ध हो जाते ह । 


[1 ~ न र 
इन के चलानयन से ओर भौ नये नये चमत्कार उत्पन्न होते चरे जते ह । 


मिधितप्रकीणैक | १९८५ 


जैसे २) उदाहस्णमे जो कोरिल्याकामानस्याक्षी श्रेदी त आया दै उस 
कायदितायसे गुण कर चलखानयन कसे तो, 








~ उयाथ = स्थिर -- कोज्यास्य __ कोज्याध्य _ कोज्याध्य__ , ` 
१.६ ३२५ ८५..७ 
इसमे यदिय=०्तो 
१ १ १ १ 

2 -- ॥ नू * = - 
स्थिर १.३ २०५८५ ८.७ 9 
( चलखनकखन के रण्यं अध्याथ के धवं “अध्यासार्थ" प्रश्न चे न= =्मान 

१ 
त्र जड देने से। 


२५८ । यदि रषद प्रक्रम के (2) समीकरण मे, जो क्रिय के ० ओर 
द ओर इन के वीच के सब मानमे सत्यै, यदि य का मान द से 
पार हो तव देखना चाहिये कि दहना पक्ष किंस के तुल्य होतादै। मानो कि 
यकामानद्‌ ओरयर्द्‌केवीचमेहे ओर धन दहै तो यदिय=२द्-य॑ण्सा 
माने जहां य॑, द्‌ से न्यूनहेतो 
नपप्यं 

द्‌ 

दस लिये इस स्थिति मे दहने पश्च का मान पए(य) होगा । 

फिरमानोकिय,२द्‌सेवडा हे ओर मद +य॑ शस के त॒स्य है जहां, 
२्द्सेअल्पदेतो 


(19 नण्त्य 
कोञ्या = को 


कोज्या ६ कोज्या (रन -- --) = कोज्या 


अथात्‌ दहने पश्च का वही मान हुआ जोकिय के स्थानमे य केर्खवरेन 
सेहोताहै इस लिये यदियं ८ दतो वहने पक्ष का मान फ) दोगा ओर 
यदिय7द्‌ ८ रद्‌ तो दहने पक्त का फ(रद्‌-य,) यदह मान होगा| इसी प्रकार 
सिद्ध कर सकते हो किय. फे ऋण मान मे भी वही मानद्ोगा जो कि धनमान 


मे होता है। 


इसी तरह यदि य धन ओर रमद्‌ +य॑ इस के तव्य हो तो २५६ प्रकम क 
9) समीकरण का मान फलय) दोगा यलिय॑८द बौर यदिच ¢ ठता 
दहने पक्ष का मान -फा(रद्‌--य॑) यह होगा । ओर य के ऋण मान य चा मान 
यावे जो कि य के धनमान मे आते ह केवर धन कण चिह वल जाथया । 


२५६ चररारिकटरन ॥ 


२५९ 1 २५६ पक्रम के (३) ओर (४) समीकरण मे यदह कुछ आवद्यकता 
नदीकियकामानन्ओरट के वीच म लगातार हो किन्तु०्ओर अ के 
वीचकेयकेमानमे फ(य) = फर(य), अ ओर क के वीचमे य के 
मानमे फ़(य) = फः (य), रक ओरगके वीचमेयके मान 
मे फ) -फन्य), इसी तरह अन्तमेग यरद के चीचमेयके मान 
ख स भ [न्व 
मे फलय) = फ.(य) पेखा मान ठे तो भी समीकरण सस्य रहेगा केवल जव य = ° 
वाञ,वाक,वाग तव व्यभिचरित होगा उस समय ५दवे प्रक्रम की युक्ति 
से वास्तव मे दहने पक्च का क्या रूप दोगा इसका ज्ञान सहज मे दो जायगा। 
जैसे रपद्वे प्रक्रम के (2) समीकरण का दहना पक्ष जव यअ तव 
 { फ(अ) + फः (अ) } यह होगा । 

इस लिये यदि य = अ तव फ१(य) = फर(य) तो (२) समीकरण जव य=अ 
तव भी सत्य ख्टरेगा 

२६०] ज्या ओर कोरिलज्या के रूपमे एक श्रेढी रेस्री वनानी है जिसका 
योग ग तुस्यदहोयके०ओरञअके वीच के मानोमे ओर वही योग दुल्यके 
तुल्यहोयकेअओरद के वीच के मानोमे। 

यहां २५६ पक्रम का (३) समीकरण छेने से 

फ(य) = ग, इस लिये फ(श) = ग, रा के ° ओर अ के वीच के मानो मे ओर 
पिर उसके वाद्‌ दा फे अ ओर द के वीच के मानोमे फ(श)= ° = फ(य) 

इस लिये 

नत्स 
(6 कोज्या ्ः फ(रा)तारा यदह 


© 





अ ~ _ न्ड गद नाज ‰ 
ग ञ्य == = 
1 [| कोज्या-द्‌- ताश = नज्या दः फेला रोगा । 


इस लिये अमी श्रेदी 


गम , र्ग श्प्म प्य गृत्म त 
---+-- {ज्या -~ कोञ्या ~ + ८ कोञ्या शव 


19 ज्या ~ क्रा र 
द (1४ द व्‌ ज्या द 


^ + 


+ ज्या --- कोज्या <+ . } 


इसमजवय=अ तच इसका मान २ देगा! 
शवा इसी जगह २५६ परक्रम का (४) समीकरण छेते से 


सव्र रूल्य 


भेदे 


~ ७ 
1 


मिधितपरकीर्णकः । 


अ._ न्तः गृद्र्‌ नञा 
{1 ड ~= ~ 2 ~ ध = 
| 6 ज्या द ताश नाप ८ १-कोञ्या न) 
© 


इस लिय अभीध् श्रेदी 
रम्‌ 


¶््म तत्य २८्अ र्य 
स ज्या--ल्या-.) १ ड = ल्या ~ 
त { उचल्या हर ° यपा +ड या ट स्या १ 
त श्प्म _  इतव्य 
ड ड 


ज्या -द-ज्या उ+ “ } यह होगी 
यहा जव य = ० तव यह 
मान ? होगा। 

९५६। णक श्रेढी कोटिल्या को 
यके०्ओरद्‌ के वीच के मान मे यौर 
योगज (द-य) के वुस्यदहो। 

यहा २५६ परक्रम = (३) समीकरण से। 
(९ फ(रा) कोज्या ~ तारा 


<) 


भेदी ची चान्य ओर जव य 


॥ 


{§ 


अ तव शी चा 


५८ 


रूप मं एसी वनाघो जिसका योग जय हो 
गीर जव यः ई ओरद्‌ के वीच मेहोतो वह 


4 
छ 


नव्य [3 नवाज 
= | ` जर कोज्या -र- ताश + | ` ज(द--श) कोज्या ( 


द) तार 
र 4 
अद्र , १ न, 9 नवा १ जद्र नण 
~ 7 1 -नव्या--+ --, कऋ।ज्या --- - >} + ~ ज्यान - ज्या -- 
7 ! उन ~व त्न गिज्या प्न 1 नए ५ र 
जद्‌र १ न ए 6 र कोज्या न 
~~ --- { -- ¶7: ~ -- = ~, ~ ज्या न८- ------- 
त 1 नञ्यानः रन ज्या २ * नर कोज्यानः द 


जद नष 
= नर { २ कोज्या र फोज्यान-१ } 


=, इ अ दोगा ओर 
वद यदि न=४म+२देसा दोगा तो- त नर इसके तुल्य 


ॐ त॒स्य होगा । ओर 


द्‌ ड्‌ ६ _ जदः 
| फ(श) ताश = ज 1 राताश+ज ॥ (द्‌-श ताश = ~~ 
9 ¢ द 


न्ट 
रसटिये अभी श्रेढी 
१०५प्य्‌ 
2.2 २१य , १ कोल्या श्य, १. ज्या +° “ ॥ 
त {कोज्या १९१५ व 





३५८ चटगदिकटन । 


इ्सश्रेदीकायान यदिरस्वलेतो यके ० ओर दु मान ओर इनके वीच 
केमानोमेभीर=जय ओरयकेई्‌ओौर द्‌ ओर इनके वीचकेमानोमे भीर = 
ज(व्‌-य) यह होगा } यदियका मानदसे व्डाोतो २५८ चेंप्रक्रमसेरका 
मान फिर फिर यदी आवेग क्योकि २८८ वे प्रक्रम से यदि य = २द्‌- य॑ जर्टोय, 
दसेषछोटादैतो दहना पक्ष फ) के अर्थात्‌ जर्टोय, द्‌ से छोरा हे वह्यं जो 
र कामान हे बही यरो पर भी इआ। इस तरह से णद वे थकरम के (२) ओर 
ॐ समीकरण से जायो प्रकार के नये सिद्धान्त वना सकते हो । 

अभ्यास के छिये प्रदन | 
९ सखिद्धक्योकि यके -- ओर 7 ओर इनके यीचके मानो मे 
य न थ क, य्य __ कोल्या शेय ख्य 








+~ 
१२ ६ द 
२ (२) प्रन से सिद्ध कते कि 
यः पप्य ज्यारय ज्यारेय 
ह्र = षर = ~ ज्याय + क -- ल “° 


२। सिद्ध करो फिं यदि एक श्रेढी रेखी चनाई जाय जो यके ० ओरअके 
चीच के मानो मे द्यूल्य, यकेअ मौर अकत वीच के मानोमे अ, ओर फिर 
यके --अजौर के वीचके मानोमे 7-- य के तुघ्यद्ो तो 

र १ 

क {ज्या ज्याय + -ङ ज्यारेअज्याश्य + पज्या्यन्या५य+ |] 


२६२ जिस समीकरण मे 


तार तार ताभ्य तार से रहते 
ताय ` ताय › ताय ` तान ऋम सं रहते दे । 


उन्दे कम से एक घात, प्रथम सम्बन्ध द्वितीय सम्बन्ध, 


ततीय सम्बन्ध,*.“न 
सम्बन्ध चलनसमीकरण कते इ] 


प्क घातको परत्येक सम्बन्ध कत साथ 


[स्‌ [र = जिसमे तार्‌ तार्‌ र तार ५३ तार५न = 
"लनां चाये । इसी श्रकार जिसमे चथ › (कर), (कद) , , ९) ये हो उन्दे 


पटक घात म्रथम सस्वन्ध, हितीयध्रात प्रथम सम्बन्ध, ठृतीयघात प्रथम स्दम्बन्ध, 
थम सम्बन्ध चख्नसमौ ते) ओ | कास ५ > 
न धात पथम सम्बन्ध चखनसमीकरण कते है । र [नायम | यह जिसमे 
ताय 
दोउसरेन घ्रात म सम्बन्ध चलनखमीकरणं कहते हे । 


२६३ यदि एक धात प्रथम सम्बन्ध चख्नसमीकरण का रूप 


मिधितप्रकीणेक । २५९ 


५ 


त || 4 (> ० [द 
मा +नातर =० पेखादहो जोमा सरना, थ ओंर रके फ 


[4] ४ म रं गो 
हौ ओर फरो मे य आट र के घातं संख्या का योग प्रत्येक 


यङ „~. तार-ल+य गः 
तुय ताय्‌ 


दमेष्कदी हौ तो कस्पना करो किर 


॥ 


समीकरण मे नाका भागद्‌ दा तो 


= वा खय © 
ताय ताय 


परन्तु | ४ > चारु क्म कलो पट है इसलिये कस्पना करो कि 





गा ) ये ता 
--- = च --- = ~ ~ फप्ट 
छ फ(क) इसलिये य ठ { छ + फ(र) } 
तय १ * ताख १ 
क ख ------ , जो 
* यताल श ख (€) * ॥ ( गृ ) [ॐ न फ(ल) $ जह 
ग कोई स्थिराङक है । 


अपने सुभीते के चये जह कटी लघव जान पड़े तहा य = रल षे मान 
कर भी उपर की किया कर सकते दो 1 
(१) उदाहरण 


तार 
सपना करो कि य~र (य--र) ए 


ताट 


५ ता 
यँ र~ यर मान खोतो छ +य -तुं 


ता य+र. १, य तार शलं 
ख्+य तय = य~र १-ख तार १ 


, ताय  १--८ _ _\ ए 
* ग्यतारट १ + १९५८ 


दसटियि खा (र) =स्प्ठ-- रखा (+) 
८(य+ र). ~ 
वाला {3 (१+ख ॥ } दा (व+ स्प 
फ स्तर स्परा 
(२) पक पेखा वक्र बताओ जिसकं थज कोटि का योग उसके अवान्तर शं 
रेखा के समान हो । 


ताय -य-+र, ओर य रख; 
यहं चटनकन से अवान्तर स्परां रेखा २ तर ४ 


३६० चलरारिकखन । 


„ ताय तार ..य{र.. 
मन टो र ट +र : १ 


* तार्‌ _ १ 


0 


रदे -तुत्र +पार=वा ` (१) इसमेरका मान जानना है ज्ोँपा 
ओर वाय के कोई फल दै। 


ता पातय तार पाताय पात्ताय 
देखो = (रइ = व इ + पार इ 


५. तार 


य + पार) 


इस लिये (१) को इ गतय गुण देने से 
ड्‌ पणय तार ् पार) = र (र ६८58 )=वा ई शताय 


ताय 
इसलिये चखानयन से 


पात्ताय ^~ [त 
इ~ पताय ~ स्थि + (वा ८ शताय ताय 


(= [3 ~ / पाता -- 
ओर र = स्थि द्‌ ~^ गताय ८ पाताय वा ^ पतय ताय 


तार्‌ 
= अयः 
(१) उदा० र ( 
५ च <^ पाताय _ य > ३ 
यहापा-र९, | पातायन्य ड्‌ = इ ओर वा = अय 
-य , _-य 
र=स्थिद्‌ +द्‌ 1 अयश ताय 


(~ थद्‌ ~य ~य अ 
= {स +इ अ { यद्र --३ | यष्ट्यताय } 
स्थिद + अ (यः-- रेयर+- दय -- दि) 


८ ३ तार य्‌ अ 
र) उदा० (१+य)---स्यनअ.वा गर _ = 
(र) उद्‌० (१+ य) तय स्थम, नं ङक र = {ण 


९ यु 
योपा = -----5, (पातायनल «¢ पाताय 


9 १ यः | ॥ ९८ (४ --य२) अर ६/८ (+य) 


* श वा ताय ताय 
ˆ ° ट्यः = म [नहुष ६ 1 


(१ + य) 





पमिधिनप्रकरी्णकः। 


3५ 
7 १।। 
[.# ॥ 


अय 


= --------र- ~ सि 
तयते ^ ष 


दसख्ियि र = थय + स्थि \८(६+य) 

= क यु? तार्‌ {1 च॒ * [१ क क 

२६५ यदि रम" द्ध + पारम=वारन पेखा समीकरण हदो तो दोना 
पक्नामेर्करा भागदेकर रम-न=(म-न) ट मानो तो 


तार 
म~न ५ म~न 
र = + पार चा 


= तार ताल 

आर द, द 
ताय तापर 

. ता 

.'. -तस्र +(म-न) पाट=वा 


यह अव दीक २६८५ च परक्रम के स्ीकररण पेखा रो गया। 


नाय यण _ म 


ताचा का चाः 





(९) उदाण् 


छा -ताग ~ _ताल 
~ 
` ताचा त्ाचा 


९ ताद चन स 


[्ि 


यहो मान सकि शा =र्द., 


---------~ "~ 





> ~ 


ता्चा चचा न्वा 


[॥ 


च्‌ 9 १ 
नी ~ [| पाताचा = -- रचलाचा=खा नल 


॥ 


अव उसमपा 


चा 

४ पाताचा 9.^ -रच 6 -(रच-{-२) 

( इ = चदव . ट चा = ~म| चा ताचा 
स्थ भव ~ म 

न 4 1 


अपततार्य 4 
(२) उद्‌ा० यरः तार+ रताय = > य्दा भी 


उपर की क्रिया करने से 


2 ञ्ज. स्थि 


२६६। मा ताय~+ना तार=० यह समीकरण.८फ (यर)=ग इसका 
तात्कालिक चखन सर्वदा नही दो सकता ऋ्योकि सम्भव हे किं .^ फ (यर) 
इसके तात्कालिक चल्नमे जोकि शून्यके तस्य होगा किसी गुणक्र का मप 

२९ 


९५४ 
२ 


त चटसनिक्रखन 1 


वर्तन दे दिया गया हो अथवा को$ स्थिराङ्ककारोपदो गया दहो मूल समीकरण 


र 


विक [ख में अ स 
के वशा से! परन्तु जिस स्थान मे उसका पूय रूप हो अर्थात्‌ गुणक का अपवतन 
न दिया गयादौ वा स्थिराङ्ककारोप मूढ समीक्ररणके वशसे न किया गया 
~ ~ ^~ ~> तास तासं ~ 

य ------=----- स नियमसे रका 
हो तो चनकटन की युक्ति से -तुल् त = -तर तसं 
मान जान सकते हो कमोकि यो 


ॐ. 


ता 
मा= तब ओरना = -तुर्‌ । य्ह दोना खण्ड तात्कालिक सम्बन्धे 


[व क, > ३ 
अर्थात्‌ पदखेमे रको दूसरे मेय को स्थिर मान कर सम्बन्ध निकाखा गया दहै) 


इसलिये स = [मा ताय + (र) 


र के वरा से तात्कालिक सम्बन्ध निकाखने से 
तास __ ता. माताय  ताफ? (र) 








तार तार तार 
_ तास „ ताफः! (र) ता./' माताय 
परन्तु ---=न ---- = ना - ---- 
ठ -तार ॥ तार =ना तार 
अर ग 
~ फ१(र) ~ | (ना-- दा) तार 
तार 
इसलिय स = | मा ताय + [(न- 1) तार+स्थि 
ताय र्य तार 
(१) उदा० कर्पना करो करि तास = र: 
ठ (य~र) रपरे 
+ २ र्य 
यदहो मा = क क 
य--र)' २५८ (य -र ) 
तामा श्र ताना ग्र 
स द्यि ----- = --(-----.3 ) = ---- 3 
(य~र) त ( (य र) ? (य र) 
,". स=. मा ताय + फप(र) = रखा { य + \८ (य~र) ]} ~+ फः(र) 
लाल & साफर) _ क ~य 
तर {च+\८८(ल्-र)} ल्म र) तार  २\८(य-र 
ताफ१(र) 





य 
तार \८ (य~र) 1 य+ \८(य-रु) र | 


{ -र + य\८ (य -र) 
५“ (्य ~र) 1 ग्य +ग\८(्यमर) †-- र 


~ 


मिधितप्रकीर्णक । 


१५ 
7 
ए. 


फ९(र) = स्थि-रसर 
+ 


५८ (य ~र) 


इसस्यिसन्खा | नरः + स्थि । 


प 


जरह गुणक से अपवत्तंन दरे दिया गया हो वो पर वङ्ी कठिनता पङ्गी ओर 
को$ विधि नही है जिससे गुणक का पना गे, केवल अपने बुद्धि वर से गुणक 
कापनादगा करर गणित करना चादहिये। 

२८७ इस परक्रम में चटनसमीकरण सप्वन्धि कुछ उदाहग्ण दिखाते है । 


(९) एक णेस वक्र का पतौ लगावो जो दिये हण समीकरण सम्बल्धि यक 
परम्पग को काटने से निर्हिपएकोण तुद्य कोण चनावे । 
कट्पना करो कि दिये हप वक्र का भज =य ओर कोटिर ओर साध्य वक्र 
काभु=यः! भौर कोटिरः है ओर निर्दि क्रोण की स्पर्शरेखा=सदै 
नार्‌ _ तारः 


१! ता तारः ४ ताय त 
१ स्प ॥ ५ 1 य 


~ 
स्प मप = 
स्प -ता्र य “ + तार तारः 
ताय तायः 


रके फट रूपमे अर्थात्‌ 





सिद्धवक्र के समीकरण पर से -तर 
फ़ (यर) फेसा सिद्ध हो जायगा ओर योग विन्दु पर दोनो वक्र के भुज कोटि 
पक दी देगे इसखिये य\ के स्थानमे य ओररूके स्थानमेरको रख सकते 
इन पर से फिर साध्य वक्रका समीकरण भी व्यक्तो जायगा) अपर के समी- 
कर्ण क्रो। 


तार्‌ (~ 
म{११फ (कर) ल्ग } =फ (यर) -- तम एेसे छिख सकते 


डैजो कि एक््ात प्रक्रम सम्बन्धि चलनसमीक्ररण के एेसा होगा । 


ढि साध्य चक्र सिद्ध वको को काट कर समकरोण वनावेतोम= % 
ध त्र्‌ १ 
दसचियै १+ फ (यर) तम = ०. ताम =-- फं (य.र) 
ज्ञेसे उस चक्र को वता जे उन पस्वख्यो को कारने से समक्रोण वनावे 


जिनमे हिरःस्थान रय अक्चप्कदहीदहे। 
कस्पना कते कि परबल्य का र = ४अय यह समीकरण है 
तार 


* अ र्‌ 
* * फ़ (यर), ५ ताय स र्‌ न यय 





२६४ चदलखराजिकटन । 


यह एक दीर्घत का खमीक्ररण हु जिसका केन्छ परवख्य का शिर स्थान 
ओर घखव्यास य अश्च पर छस्व होगा । यर्होग का मान अनिच्चित दे स्यि 
रोई दीध॑चरत्त जिनके व्यासो मे ९८२ : १ यह सम्बन्ध हो बे सव परवख्यो को 
समकोण पर काटेगे। 
(र) (=) + प न + व (व ० , + घान = ° जटा पा, वा, 
इत्यादि य, र के फल है इसमे र कामान क्या होगा। 


इस न घात प्रथमसस्वन्य चट्नसमीकरणमे सावारण वीजगणित से तयं 


कान विध मान आविगा इसलिये न विध रका मान चखनयन से निकखेगा ओर 
इनका घ्ातरूप एक ओर मान आवेग | 


तार - * तार ~ 


क 
उस [4 [= (<: क क क्य ट्य [~ ग -1- अय्‌ 
जंसेयां न अ लल 1 सयं र 71 ¬- अय वा 


र=ग--अय ये दोनो व्यि समीकरण को दीक रखेगे ओर इनका घात 
(र--ग--अय) (र--ग + अय) = ० यह भी समीकस्ण को ठीक स्खेगा। 
इस पर से यह एकर उदाहरण वनता हेकरि उस वक्र को चता जिसमे 
च्रा=अय+कर दो 


. तचा तार तार 
४1 = =्ञअ ----- 
ताप ५८ 1 ध ( ताय } ए ताय 


4 
प 





शु य हो ग्‌ा "यायय 
ससे सद्द कि छस्व कासार सरदहदोगा मानोकि = म 


तोर=मय~+ग यह एक सरखरेखा का समीकरण हे 
| र-ग 


स्म = -नन उसचिये ५८ {१ १ | ध +क (८) 


यह समीकरण इञ । 





(3) न्नं न्या इसमे र क्रा मनि च्या दोगा जटं याय का कोई फट हे | 
पि ~ तार 4 ता तार ६ नार 
पटे मानो कि वा तार _ 
र ताय तप्य ( ताय न्या". त्यं | याताय 


५ #। 
ह 
41 
॥ 
षः 
~~ 
~ 
त 
५. 
म 
५. 











मिधितप्रकीणेक | २६५ 
४ ~ तार ~ ता , सार ६. तार 
फिर मान खो कि--ज=-या,तो = न 
तायः ताय ८ ताय त्या ताय || 1. 
पिर उपरके णसादढो वार चदधानथ्रन कसो। यर्दो स्थिराङ्ग को छोड 
दिया दे) 
तार ₹ = 
(४) नाजर = ग यदो (गरकोट फटे) रका सानक्या होगा) 
क! 4 „, तार ताप ताप वार ताप 
मनो कि = ------ = ---- = ---- ---- = 
खा क "तत्र -प. -ताप्र = ताय = -तार तर तारः 


ताग तार 
(५) तल + पा तास + वार = ० इसमे रका मान क्या ठीगा। 
यहो मानसो कि 
^ यनाच , तार्‌ = ताय तार _ /ताय ^ ताय 
प. ' तायः ताय 


=: 3 नाय ञ 
इतदि ^ 1 ठा ¬+ पाञ्च + वा + -स- ४ 


५५४ 


ताज ~ >~ _ ~ = 
दख +प्राय वा + तत्र =० उरस्य यद्‌ पयार वा 


[1 


स्थिरङ्कद्ौ नो सदजमे क्रा ओर पसरसे र क्रा त्रान हो जायगा, 
क्योकि थदिपा=ञआओरवा=कातो 


तद्ध _ ताग 
+- (रा- रा-क्१ ) = ° 
ताय ताय (शा-अ!) (रा-क 


जर्टो ण + आश +का=० इसमे का, अ९ ओर कम्नदें। 





इसमे यदि=अम्वाश=कष्तो सखमीक्ररण ठीक दोना दहै 

५ ख्य 
इसट्िये ~ | स त्य दः अ ६ न ग = ग, अर्‌ य वार गः द दोनो 
के योग तुस्यर मानेनोभी समीकरण ठीक दोगा इसलिये 


र = गद्‌ भ्य + स.क 
अग ओर क' के सम्भाव्य, अखम्बाभ्य, ओर तुव्यदोनेसे इसमे कमभेद 
पन्न होते दें 


२८९६ चटखरारिकन । 


(६) नव हाथ ऊचे खंमे पर एक मोर वरटा था उसने खंमे की जड़ से २७ हाथ 
दूरी पर एवा सोपकोविटकीतरफजोकिखंभेकीजड्मेधी आति देख उसके 
ऊपर व्रपया 1 बतावो खमे की जड से किननी दूरी पर मोर ने सोप को पकड़ा । 
दख प्रश्च मे इतना टम जानने ह कि धतिक्रणमे सोपरकीगतितसे दूनी मोरकी 
गति थी । 


पिष 





करपना कयो कि अवि = खंभा = ९ = अ, विस = सोप वि का अन्तर = २७ = 
क, सथ = ग, वि चिर, स, पदि सप का स्थान । अपगा, वह धक्र डे जिस 
मे मेर चला 1 इस का अय रेखा य अश्न ओर अ सूल चिन्दु है । प्रतिश्चण मे जव 
सोपदी के सन्मुख मोर चलता तव रपष्टदहै कि इष्ट स्थान मे जँ पर सप 
दोगा वर्टोसे वक्रपर्जो स्परशरेखा होगी उस के स्पर्शाविन्दु पर मोर होगा। 
मानलखोकि दृष्ट समयमे सपे का स्थान स, ौर व्टोसि वकर स्पर्मरेखा सख,प। 
प, उस समय मे मोर करा स्थान ओर उसका भुज = अम =य ओर कोटि = पम = 
र है! मोर गति ओर सोप गनि का सम्बन्ध = इ! मान रखो तो चख्नकलन से । 


तार रताथ _ 
स्प ८स.= -त्े*लपम = र समवि = अ--य+ त, 





विस, = तार (अ~य) +र । इस सस, = क~र(-अ - य) त 


न 


इसलिये यप चापर = च = इ > सस, = उक ~इ { र + (अ~य) - 


दसाय दे वदा तात्कालिक सस्चस्ध निमाल्नेसे 


{~ ~ ~ € 
सद््तप्रक्मणक्र। २ 


ताचा | तार | तार [त 
न = ~ इ? (‹अ- "2 "ट (य्‌-ॐ 
तय 1 ताय १ (अ~य) ताप = र्य ) य {ताय | 
सि 
न।र त 
1 1 
य~ ^ $ १ ~) } अ~य न 


त्यि 


भ्‌ 


चटानयरन करने से 
स्थि+ लस (अ--य) [ तस + \८ { द्र) } 1 (८ वे प्रक्रम के (द) वें 


उदाहरण से) 
रसम यदियन=न्तो 


खि + खा(थ )* = दास्प <अ +\८ { १+स्प <अ ] ] 
= टा + - ^) = खा(क + गो--लटा (अ) 


इसदयिये स्थि दख (क +ग)-टखा(अ) ˆ इसका उत्थापन (१) मे देने 


र स (य) = स [य ( १, [ क 


ह 


ल्धुरिक्धक्रो उड्ादेनसे 





(अय) (कग) तार तार ] ) ष 
१ 4 `. तात + | तय २) 
अक १ ८ { तार | 
क ॥ तायं | 
(स~य) (कग) तर + ९८ { १५ (क), } 
=----~ ताथ @ ॐ # 9 २) 


(२) ओर (३) के अन्तर से 


तार (अ द्‌ {क + ग इ [_ अ. & 
अ~य कग 


इसटय चदटछनयन स 


य १३ 
रस्थि | न | (अ 





२६८ चद्यरिकटन्‌ । 
क रः 
॥ श क| (ख य)" २२ 
अ (१ +डः) 


>. 


इसमेय-० तो 


अ अ अ क ) = ग कम्‌ 


स्थन १-इ> कन-ग १4३५६ अ १५-उ> १ +- इ. 


--क--डउ-कः+ग-+ गद क +उन्क-ग +उन्ग _ २दटन्ग्‌- कः 


र ~> श्‌ 
इसका उत्थापन देकर समरोधनादि से 


इ अ 
ख < १-उः 
ॐ ~~~ 0 -~-~---- अ-य 
7 स-्प ( कग | ५. 


[च] (य) (र~ कस्य. . (ध) 




















(९ + इ>) ९- इः 
इसमे यदिय=अतो विखसे सोप आरमोरका योग 
क + - * 
_ -क+ञ्न्ग इ _ _  -कडः+ट्ण्ग 
१-इ्‌ १ इः, -- १ 
(अ 
27 
इ" क -- इक 


प इतने अन्तर पर इभा ] 

इस पर से यदि संख्यादमक मान निकाले तो १७ ०२ उतना होगा 1 मास्करा- 
चार्थनेजो अपनी सीखाचती के प्षेच व्यवहारमे मोरओरसोपकाप्श्चलिखा 
हे उसमे दोनो की गति तुर्य माना दै इसलिये इई, = ९ इस पर से उपर की क्रिय 
करो तो विरु से अनन्त दूर पर भिन्न दिशा मे यीग आता है इसलिये भास्कर का 
उदाहरण अशुद्ध है 1 नास्कयचायं ने जो चिश्ुजगणित की युक्ति से पने उदाह- 
रण का उत्तर निकाख्य दै वद ठीक नदी क्योकि मयूर कोड >ेवता नदी कि उसे 
पटखेसे मा्महो जायक्रिम उस सरटः माभ से चख्कर जव तक पृध्वी के 
जिस स्थान पर पर्टचूंगा तच तक्र सोप जी चट कर उसी स्थान पर पर्टुच जायमा। 

वेगेयिक कन 1 

२द८ 1 यदि य का फट तात दो तो चटनक्रखन की युक्ति से उसके महनत्तम 
ओर न्यूनतम मान ना धमाण मी माम दहो जाना है परन्तु बत से फेस श्रश्च है 
जिनमे य फ फट दीका पना गाना पड़ता दे जिसमे मटत्तमचा न्यूनतम का 
धम्मो ज्सेढोदिय ट्प चिन्दुो के वीचमे प्रमाप अन्नम जाननादहैतो 


मिधितप्रकीर्णक 1 २६९ 


यहो न्यूनतम अन्तर जानने के लिये उस चक्र का पता लगाना पङ्गा जिसका 
चाप दोनो विन्दुं के अन्तगेत वा वी 
परमास हो| यदि गाधा गे ना, 
निर्दि चिन्दु दो तो यहो दोनों 
विन्दुभो पर गये गापाघा, गावाधा 
इत्यादि वक्रो मे से एक ण्से वक्र 
को चुनना चाहिये जिसका चाप 
मतके चापसेक्राद्ये। रेते त 
वक्र का क्यासमीकरण होगा उसके लिये णक वक्रके पा चिन्दुसे दृसरे वक्र के 
चा चिन्दुका पना खगाना पङ्गा। व्सपाओरवा विन्दुकाजो अन्तर है दे 
पाना कोटिकी वैगेपिक गति कते है इसको “वै'" से धकार करेगे । जैसा 
गापाघा चक्रके पाचिन्दुका श्रुज = आना=य र कोटि = पाना=र मानोतो 
यदि पावा वहुतदीषखोखादोतोता ओरवेमे इस प्रकार का भेद दै अर्थात्‌ र+ 
तार उससे गापाधा वक्रमे पा विन्दुके वहुतद्यी पास्ये जो पौ चिन्दु है उसकी 
कोटि पाना सम्री जाती है ओर र+ वैर इससे दूसरा वक्र जो गावाघा है उसमे 
पा चिन्दुकेवहुनदही पास जो वा बिन्दु है उसकी कोटि चाना समघ्री जाती है । 











२६९ । उपर के श्चे्चमे नापा=र ', नीपा र+तार ओर नावा = 
र+ वैर इसदिये नावा = नावा + ता (नावा) = र + वैर + ता (र + वैर) 
ओर नाच = नापा + वै (नीप) = र + तार+ वे (र + तार) इखयििये 
र + वैर + ता (र^चैर) = र + वैर + तार + तावेर 
= र + तार + वै (र + तार) = र + तार + वैर + वैता इसछिये 
तावैर = वैतार 
अथौत्‌ वैरोपिकगति कौ तात्काटिकी गति ओर तात्कालिकी गति की वैरो 
पिकगति दोनो परस्पर तुस्य हे । 
दसी भ्रकार यदि तारकोस्मानलोतौ 
तावैनार = वै तार, वा तावैतार = तातावेर 
."  ताच्वैर = वैताष्र ओर इसी तरह तानवेर = वैतानर । 
यदि रकी. तात्कालिकी गति = रर यहो ओररकी वैरोषिकगति 
बहुत ही अस्प हो तो ऊपर के सिद्धान्त से 
बै तार = वै (र\--र) = वैर-वैर = तावेर य भी सिद्ध कर सकते 
२२ 


॥ 


तावर 


ध, 
ह) 


२७० चरुयरिक्रखन । 


२७० । इसी तरह यदि #॥ स = सखःतोस = तास, 


(२ 


= भ घेत त [ 
.". वैस = वैतास९ = तावैस, इसदलिये ॥1 वेस = 1 वेतास, = ॥। तावेस, 


(१ ०१ वै चै २ 
= वैस, = वै ॥ स ओर [२ वेस = | चे [स = | [स = ८ स 


च रस्‌ म 
इसी तर्द { वैस = वै| सं 


न क (~ र 
| दस से समघरो किवारवारन वार चद्ानयन क्रिया गया है| 
२७१। ऊपर के सिद्धान्तो के देखते से यद स्पष्ट होतादहै कि तात्कालिकं 
ओर वैशेधिक के गणितो मे केवल ता आओरवैका भेद दहै अत्‌ ताके स्थान मे 


वैकोरख देने से सव गणित तात्कािकौ गति के रेखाः हो जाता हे । जैसे यदि 
स 


=र तो चलनकखन से तास्त = नरन-ष्वार 
दसभेताकेस्थानमेवैको रख देने से वैस = नरन-्वैर 
इसी तरह यदि स = फ(यःरुप,च, ३०) जहां पव इ० 


र्‌ 
सन, सन९-२० हे तो चलनकलन खे 


~ भाताय+नातार+पा ताप+वा ताव + इ० 

जहां मा= त. ना~= ठः -तत =पा, ~त = वा, इ० 

च्समेताकेस्थानमेवेको रखे देने से 

वेस = मा नैय+नावैर+पा वेप+व वैव+इ० 

७२ वे.८स, या.८ धेस इस का मान यदि जानना हो जहां स, य, र, ओर 
इनके तात्कालिकी गति का कोई फलदो ओरय,र, ट चलयादिक्रा फटदहोतो 
तास =मा तायनना ताच्य+ पाताय~+वा ताभ्य + 

"मतार्‌ +नतार^+पतार+वं तार + 
परन्तु ताय = ता ताय, ताध्य = ता ताच्य 
उसयल्िताके स्थान मेवेकोर्खदेनेसे † ॥ 
व्ल मावेय+नाव्रैताथ~+षा वेताच्य + 
+मवेरनवेनार नपु वेता्र+व 


++ 


चा वैताध्य+ ..- 
वेत्ताश्+ ,. 


मिधितप्रकीणंक। २.७१ 
[भ्य (4 (4 स, > 
इस चये | वैस = | ( सावेय + नावेताय + पावैताच्य + वावैताच्य + . ) 
८ [२ [१ (२ २ प ३ 
+ | (मवेर+न वेतार +पवेताप्र+ववैनाध्र+ . ) 
परन्तु खण्डचलानयन से 
[4 [8 (ष (3 
॥ नावैताय = [| नाताैय = नाकेय- 1 तान्रैय । 
(९ > स त 
| पावेल = [पाला वेय = पातातेय-- | तापा तघ्ैय 
= पातावेय--तापावेय + || वामैव 
[4 [4 ~ 
[ वावेताय =  [ बाताध्वेय = वाताष्वेय- ॥ तावाता वैय 
= वातावेय- तावातावेय + [ ववातावैय 


२ [५ 2 _ अ 2 _ स 
= वाता वय-तावाताचवय + ता वाचय- [| तावाचैय 
० इ० २० 


इसी तरद 

| नवेतार = || नतर = नवैर- ॥ तानवैर । 

| पवेताप्र = | पता्वेर = पतावैर--तापवेर + | तापर । 

 [ बवेत = वताव्वैर--तावतावैर + ताववैर-- | ताश्ववेर 

इन सवका उत्थापन | वैस मेदेनेसे 

[ वैस = (ना-- तापा + ता्वा--ड०) वैय + (न-ताप + ताच-इ०) वेर 


[) 


+ (पा-- तावा +इ०) ताचैय + (प- ताव + द) तावैर 


= ५ 2 
+ (वा-ताभा + इ०) ताष्वेय + (व--ताभ + इ०) तावर 
२, य र. 
४ || (मा-ताना + तापा-तावा + इ०वेय 


ट 
५ [ (ज--तान + ता प--ताव + इ०) वैर 


३५२ चलराशिकव्न । 


दस देखने से स्प होता दै किं वैय, तावेय, इत्यादि के ओर वैर, तावर 
इत्यादि के गुणको मे साजात्य धर्म है 1 उस ल्यिएकचलसके मान.मेलको 
ओर साने तो इसके वरा से वैस मे उसी चाट के ओर खण्ड होगे जेखा कि वैय 
ओर वैर के वश से उत्पन्न दुष दै । 

२७३ यदि स = राताय जां [ जाताय दस के वैरोषिक का ज्ञान करना 


हो तो कस्पना करो कि 
ताश = माताय + नातार + पाताप + वाताव + भाताम + इ० 





& तार तार्र ताध्र 
य = >= ~~~ 1 (= ,) 
9 तायरः * = तचः । 2 
= तारा ताश तारा 
> ~~~ [० श या 191 
~< म~ ताय ना = तार प ~ साय , ९ 
इसदिये 


वेदा = सिय + नवैर + पावैप + चाचैव + भावेम + इ० 
अव वै [खाताय = [वै (शाताय) = || (का चैताय + ताय वैका) 
= | (जा तावैय + तायवैरा) = [शा तावैय +  [ तायवेदा 
[~ ९ [4 
= राविय + | (लायवेशा-वैयतासा) 
परन्तु | (तायकेना-वैयताश) = | ताय (माचैय + नावैर~+-पावैप+ ~) 
-- । यैय (गताय +नातार + पाताप~+ - ) 


= [ ना्धिर-पचेयोताय + [ पा(ेष-चवेय)ताय + [ वाजव-भवैय)ताय च १, 


नव च व _ ताप _ ताव 
~. तायः ४ ताय भ ताय 


स्सदल्ियि 
(ष [~ (प [4 
वेप = तायवेतार--ताग्वेताय _ वेतार-पवेताय 
ताय ताय 


[3 (~प 

= ~ , _ वेनार--पतावेय-तापवेय ता „> = 

४ चप ॥। --च >| य >= क श दर प्रच्य 
वेप--ववें न व ( ) 


क. ^ ~ 


मिधरितग्रकीणक] २७२ 


„ > ताववेताप-तापवेताय _ तत्रेप--वतायैय 

ओर वैव = ------------ = ~-------- 
ताय तत्य 

तावेप-व्तायैय--तावयैय 


ताय तत्व (वे प-- वयय) 


चवव-भवरय 


र करपना कसो फि 


ॐ 








[> (९ [९ च [8 
वैर-पयेय = ह॒ वेप वैय = ताड । वेवम वैय = -ता ह इ० 
ताय ता 
[न्वावष््‌ 
इस लिये 
ये [भाता = गाय + [ नाहनाय ~ [प लयताय ~ ॥ | व ताय~+ 
तापा 
पर, | हः 
न्व || पावि वा | ह य 


ताद्‌ तार तावा ताद 
वा---~त चा -- । ~~ ~~ 
॥ ष्यं 1 = श ताः | ताय ताय . 


ताट व 
वा वाह _ तावा + ना वाताय 


तात्य < ताय ताय 
अर ताद ताद तामा ताह ता्भा 
[मा ता ताच = ना तात्र ताय तय नीय 


- 1 ह ताभएनाय 


ताय 

४ ताचा , ताना 

छ न >| ~~ कक. ~ फसभ्कन्म्यः ३० 
इस चयि चै [ जाताय = शावेय + (पा-क " ताय १६ 


ताभा , तानाः ०) ताह 
+ ता-- ता + "ता - 3०) तायं 


+ (मा (¬ + इ०) तार इ० 


/ तापा , तावा __ ताना, इ०) ह ताय 
५ | (ना ताय , तायः ताय 2 


दस तरह से स्प देख पडता हे वि || दाताय इसफे वैशेषिक गतिम दो 
एग हे पक च चिह्न के अन्तर्मत अर दृखया चर च्ञ सहत दसम जव यः 
इत्यादि ओर जच यर् ओर ररतव 


ओर र, तवरा, पादिका मान शार पा 
ओर यः सीमा के भीतरः 


श्या, पा आदि का मान रार पाः इत्यादि मानो तो यर 


२.७४ चटयारशिक्खन } 


वे [ शताय, इसका सान 


तावाः + ता भाः? 


= अ = ५ ~ © 
दान्विय-- दा! वेय, + (पाः त्य + "तन ) हर 
तावा , तामा, 
क १ ४ ~~~ = © न्‌ © 
(पा, ताय! तायः ६०) द, + 
य~ तापा , तावा 
1 न -- ~~ + ~ - ३० ताय | 
| ना ताय तायः )ख्ता 


य, 

२७४। यदि स= फ (यर) जहांयका रओरटफछटहितो यहां भी 
ऊपर के पक्रम की युक्ति से कस्पना कर सकते हो कि 
ताशा= भात्ताय+नातार+पाताप~+वाता व+-ईइ० 

+वा ताला+पाताया+न वी तावं +इ० 

स खिये 

वेशा = मा वैय + ना वैर + पविप + पावेव + इ० 

+नावैट~+पावैपं+वी वैवं + दइ 

यहां ना, पा इत्यादि उसी चालके हैज्ञेसेकिना, पाडइ० है अर्थात्‌ रके 
स्थानमेखकोस्खदेनेसेनापा ईन्दो जांयगे। 
यहां भी यदि चैट -प॑वैयन= हतो ऊपर दही की युक्तिसे 


= =, तावा , तामा 
वे { राताय = राचेय + (पा -- ~----+ ० 
4: (पा ताय ताय ६०) द 
|| || 
1 तावा, ताप्मा 
1 
(पा काय + "तार -- ६०) च 


+(वा -- तामा + इ०) ता्‌ 


ता ताय 
ताभा ताद 

+ (चा + 
¢ ताय * १०१-तायं 


तापा , तावा 
0 
७ [ला तप्य ' -सत्रः ६०) ह ताय 


तापा, त्वी 
[ला ताय “ ता -- 2“) ट ताय 


२७५ जिस युक्ति से चख्नकटन मे सिद्ध दै कि यदि र=फः(य) ओर 


रया मरत्तमवचा न्यृनतम मानले नो नार =° उसी युक्तिसे जिस समय 


मिध्िततप्रकीर्णक } ३७५ 


यः शाताय इसका मान मत्तम वां न्यूनतम होगा उस समय वे [ यः रा ताय 
य, य, 
= ० फेसा दोगा । परन्तु जव वै इसका सान फेसे समय मे सर्वद दुस्य होगा तव 
कट सकते है कि २७२ चे प्रक्रम मे वैरोपिक का मानजोदो खण्डमे एक चः 
चिहान्तर्मत ओर दूसरा चलचिह्न गदिन मे सिद्ध हु है वे दोनौ पृथक्‌ पृथक्‌ 
शून्य के त॒स्य होगे जैसे। 
(१) उदाहरण, दो विन्दुओं का परमाद्प अन्तर जानना है यषां 


| राताय = [\८ १६ + तार) ताय = [५८ १ + पथ) ताय 


तायः 
इसलिये जा = \८(१+ प्र) ` तागा = तपि 
९८१ + प) 
यहां स्पष्ट देख पडतादहै कि यदि दसे २७यवेंप्रक्रमसे ताराकाजो कूप 
दै उसके साथ तुना करो तो 
मा=०, ना=०्पान त्कः वा=०, 
ओर चल चिदह्वान्तर्मैत मान को शल्य के तुल्य करने से 


॥,। डने र 
ना - तापा ० ` -तापा =°". पा= स्िराङ्क=ग= ` त्प 





ताय ताय 
> पः ॥। ॐ ९ [४ 11 भ 
तव [दि 2 = ओर = ¢ 
तवग हयक. १-ग पदः रप ठम 
इस लिये 
[ = अ तव र= अय + क अर्थात्‌ दोनो विन्दुं मे परमास्य अन्तर उस 


थर ९ (न १, 
वक्र का चाप होगा जिसका समीकरण अय + क = र यह अथात्‌ खर्खरेखा 


रूप होगा । 

(२) दो विमु के वीच मे णक एेखा वक्र वनावो जिसमे ऊपर के वन् से 
कोई पिण्ड पृथ्वी के आकर्ण से उसके चापमे चख कर परमास्य काल मे नीचे 
की विन्दु पर पर्वे । यहां चाप का प्रमाणचा। 

र अग = र, कग = य, ८अगक = समकोण, पृथ्वी के 
मानो तो गतिविया सेय से 


आकर्षण का वल वे 
के आने मे कटि 


ग ३ कतक चाप की राह से पिण्ड 


2७दे यटगङिक्रलन } 


त।चा 











तन्‌ १ [44 ९ + प) ॥ 
ण त लः रा ताय 
सेकण्डमे ।॥ प्र वव = ५८ र्‌ \८ रवे 
( ९^(१ + पः) ९८ (१ +-पः) 
= = - र + -----------> ताप 
"छा ओर ताशा ध ता -दा््स्लं 
इस लिये 
९८ (१ + प) 
= ०, ना= पा = ---------, चा = 
म । 1 २ 5 ४ ५८२९८ (१ -- प ) $ 
= तापा तापा ल ८ 
ओर ना- न= = सखये इसका उत्थापन 
नर न ता नका इसका उत्थापः 
ताशामेदेनेसे 
पः #१ 
तारा = तापा नन +पाताप= तापाप~+पाताप=ता (पपा) 
इसलिये शा = पाभप~+~ग जद ग कोई स्थिगङ्क दे। 
९८ (१ + प) पः 
अव = पाप -+- ग = -- ~ ---------------- 
च रा=प व 
५ ४ स = गण = १ ॥ ९८ ( १--प ) ---ओर 
"८ र ५८(९+ प) ५८ २अ 
त स्म 
प त = ९ यदह एकर चक्राखद का समीकरण ह (चचलनक्रखन देखो) 


(३) उदाहरण । दो वक्रो के वीच मे परमास्प अन्तर निकारो अर्थात्‌ दोनो 
वक्रो मे एकर एक एेम्नी विन्दु ठदसयचो जिनमे परमास्य अन्तर हो । 

यदय (१) उदादर्णसे दो विन्दु मे परमास्प अन्तर का समीकरण 
र = अय + क ओर शा = \८(१ + प जदो प = कोई स्थिराङ् । 


=, दोन दिये [8 तार तार = 
त्‌ लख क्रि न्‌ [9 भ क "~ < 
सानलसेकि दोनो दिये दए वक्रोमे तास = मः ~त = न ओर जिन 
चिन्दुओ को परमास्प अन्तररूप सरख्रेखा दोनो चक्रो को काटती है उन चिन्दुभो 


के क्रमसेमुन्न कोटि रः य, ओर र यन्डैतो 


< 
रः चरः 
१ = तार१ मर चे ~ ~ -तारर = 


५ श 
परन्तु २७दे पकम मे महत्तम ओर न्युनतम मानमे 
ताः वैय> -- शा वैयर +पा., ट -- पा, ह, = ० 
परन्तु अन्तिम विन्दु का वैन्नोपिक गमन नी चून्य दोगा । 


मिधितप्रकी्णंरः । २७७ 


इसलिये शा, वेयः + पा! ह९ = ०, रा. वैय. + पा, ह, = ° 
ह ओर ह> का मान २७२ वे पक्रममे जो है उसका उत्थापन 


देते {4 स 
देनेसे शा वेयप+पाः (वैरः --पःवैय=-० ~ ~ ~ . 
दाः वेय. + पा, (वैर, - प, वैय.) =° . र) 
से शा,+पाःम--पा, प\=०.' स 
(१ १५-पा! १ . .म=पः पा, प ल 
व 
(२) से शाः+पारन--पारप९=-० `. न= पः क = -त- = नं 


,*, १+गम=० ओर १+गन=०। 
यह दोनो समीकरण दिखलाते है कि सररेखा दोचो षक्र को काटने 
से समकोण वनाती है। ओर दोनो विष्डुओं पर गई इई सरलरेखा का 





व । स 
समीकरण र-र९ = => = (य-यः) .“.ग = व इसका उत्थापन 
२ ~+ 


१+गम ओर १९+-गनमेदेनेसेदो समीकरण होगे ओर वक्रो के समीकरण पर 
से य९ ओर य, के फर के वासे रर, के जाननेके लिये दो समीकरण ओर 
होगे इस तरह से चासे समीकरणो पर से यर यः, र र\ चारो के मान व्यक्त 
हो जा्येगे । 

(8) फेखा वेक्र वताओ जिले चाप, अवद्ूत के चाप, ओर वक जातीय 
भ्यासादधं से उत्पन्न क्षेफल न्यूनतम दो । यरो १ वे पक्रमसे यदिफल का 
मानञमानोतो 





[गि वि ० 0 १ कि, 


ताथा _ वि. ताचा _ (१+प) _ (१५+पः) 
लाव ~ ल= ~ 4 ८4८१1 (चखनकखनसे) 


इसलिये शा = (+) यँ चा के मानमे केवखप ओर व. 


इसलिये २७२ वे प्रक्रम से ताश्ा = पाताप +वबाताव -.- ६ ^ 





_ इसे ताशा = - ताप गार+वाताव = 
= तावाव + वाताव + त(पगाः ॥ 2, 
इसख्यि शा = वा च +प गा; + गा, = (१ ---- 1 +. ध (१) 


२३ 


२७८ चख्याथिक्तख्स 1 


जहो नाः ओर गा- को$ स्थिरा डं 1 





२६प). . 2प(+प)ताप (१) 
प्लु जा = -‡प). * तादा = पप) ताप च 











~ ॐ तत 
च॒ | च च ५ 
ई. १ र 
सचि २७२ वँ भक्रम से वा-- ~~ इसका उत्थापन (१) गे देने 
१] १ ४ ‡ + ६१९ 
ने < स = - € प” व~+पया,-+-गा 


) 


य वया, प व्या, प~ गा). राः) त 


(२+प) 
चलखानयन से 


== या-प-- गा? 
गा „ र - त -- ; य्‌ [० र्‌ डः > त - क कः ज द 
7. स्प प कव य~+गा (२) 


< रा या भ 
ओर र =य२्य 


चदलटानयन से 


~ _ पभ्या.+-गा. ८ 
गा- स्य~ प~ -रस्ल्~ = 2 र~ स्थिराङ््‌ 


उसरमं गा- जोड् देने से 


प या-प- गा 
सन्स्प~ष प म) = 9 रभा, = =+ =. ८3) 
= ओर (ऽ) सेस्प-गपो खोपक्ररदेनेसे 
(ानप- गाः) गा-र-गा,य +न, ना, _ जा 
(द -~ ्‌ त प) = °= «^ ~ < गत्य र «(१६ गा? - गाः नाः 


[^ अक्‌ ष ड गप -------- या 
इन श्ये ^ + प) = 
+ | २९८ (ना-र - गय क्म) 
जहा 2क्न=ना-गाः-गा, ना 
कख्पना करय कर एक स्थिर विन्दु से गणना क्र 


नेसरेवक्रकेचापकरा पमण 
द्‌ ना चछनयनसेचा-~-गा \८ (गा. 


र्-गा, यकद. . 2) 
मृ न्ड जोर अत्रा के परिवर्तन (४)कास्प 
== \८^ <जय + स्थिगह्येखा से सक्तना 
स्ट क्म मांक्ररण ट | 
(~ क्ता में > विन्दः < त्न पररमास्प अन्तर क्वा द्योना । 
7ना पन्या का अन्तर चा माना नो 


¢ 





जोकि ज्देवें प्रक्रम से चक्रा- 


मिधितपकीर्णस्‌ । २७९. 


ताचा = \^ { ताथः ‡ तात +- तार; -स 
दस लिये २७ चे प्रक्रम से खण्ड तात्काटलिक्ी गति प्ररसे 








तपति ताय ताय _ ताय तौ ताथ >, तसि _ ताल 
& ^" स ताय < 
ष्पल्यिवे ॥ स = | वेस = | वैताचा = { वेताय ~+ ॥ ~ वेतार + 
ताचा ताचा 
ताह वै 
त्तः तट 
ताय द ६ र५ > 
तचा वैय + वैर + वैरः (0 { ता) वेव ~ त। (नाज) वैर + 
तट 
त ( ताचा चट 
इसयियेमा=०,म=०्मौ= ०, (क्कि न्यूततम मान परं सव पृथक्‌ पृक 
शल्य के तुद्य होगे ) 
ता तार ताल 
ना ) ----, ताना = ० = तानि = ताना 
ताचा' न ताचाः चा तचा ल 
, ताय तार ताछ 


----= क; ---=ग, 


ˆ * ताचा ताचा ताचा 


५५४ त ताल = १ = अः+क+ग 
ताचा ताचा ताचां 


ओर -ताय _अ तार _ क . अ ॥ ~, क ॥1 
क = --ल+गःर= ~ग 
धा कः तार '-ताङ-ग 4 गं ` ग 


यह इ्र धरातरमे एक सर रेखा को पतित करने से जो सरर्रेवा 
होती है उसका समीकरण है । 

(६) जिस धघनक्षे्र के पृष्ठ का समीकरण दिया है उसके पृष्ठ पर दिये हण 
दो विन्दुभओ के वीच मे परमाब्प रेखा का प्रपाण कया दोगा । 

करपना करो कि दिये हुण पृष्ठ के समीकरण पर से 

ताल =पताय~+वा तार देखा समीकरण वनता है जहां प, ओरच,य, रके 
फरहे। तो वैल=पवैय~+व वैर एेला होगा इसका उत्थापन (५) चे उदाहरण 
मेदेनेसे 


र ताय , ताछ तार, ताल | वैर 
वै | ताचा = । + पताचा |च † [ ताचा "  ताचा 


८० चअखरारिकटन । 


{ ताय ता तार | ) 
~ मय रल | अ ० ता 
|| | प क्त्र" पल्य त वेय र [ला ताचा चतः जच 
इसलिये परमाद्प अन्तस सें 


ता | स +पता [स | » ओर ता तु +वता [ < | = ° (१) 
पठ के समीकरण परसेपओौर वका मान निका फिर जो रेखा परमादस्प 
अन्तर रूप होगी उसका समीकरण (९) के चर से निकार सकते हो । जसे 
यदि पृष्ठ का समीकरण ल= फ (य+र) एेसादोनतो 
यर्होप=सर्यफ(य+र), वरर फ(या +र) ओर मानलो कि चा 
स्वतन्न शरि है तो ८१) से 








तष्य ताट ताय ताष्छ 
~~~ न =©, “ २) 
ताया ४. ताचार = तचार + यक(य' +र) ताचाः ॥ ॥ 
तार ताछ ताय २\ तष्ट 
~~~ न्‌ [थ न ॥ ट ©. म» * ५» =^ 2 
ताचा ताचा ता्चां रर फ(्य +र) ताचा { (२) 
(२) कोर्सेओर(द)कोयसे गुण कर अन्तर करने से 

ताप्य तार + य 

(- श्रु 
र ताह =य ज्ञ यद्या यदिश्वु=य+र ओर ष कोञ्या र 
तोर ताप्य - य ताष्र= तायु ताप्र ) =° 
> ताष ताष ग 

श्र [* र [-- {11 == 

4 -ताचन = पयरङ् = ग जसश्च -ताच श्रु 
परन्तु श्च च यदह उस कोण की ज्या हैजो कि पर्मास्प रेखा उस्लवक्रको 


काटकरः उत्पन्च करती दै जो चक्र क्रि स्वयं घूम कर घन का पृष्ठ वनाया है। 
इसलिये इस कोण को यदि थकटोतो 


अ 


धाम = (द 
र ट्स । 





ताध =. 
भ्र श जव श्रु ६.4 ~ ग [> 
चा सव श्रु तप्य 1 इसष्छय 


ताप ताचा ताप ताटः 
श्रु" = भः =शं ५ 
2 - ता ताश्च ताश्च (+ ताश्च ध ताश्च 


(७५ वों ओर ९८ यो पक्रम ठेखो) 


समश्चोधन से श्रुः धुः -^+गय) ता =ग [१+फ {रर 


म 


मिधितप्च्ीणैक । ३८१ 
~¬ ताध _ ग - { १८२ 
दसटियं ---- = ९ (9) 
ताश्व श ~ग 


(व 


कस्पना कमे कि घनक्षेच गो हे भेर यह याम्योत्तिर चत्त फे घूमने से चना 
है प्राक्‌ कपाट म क्षितिज के ऊपर कटी रनिकेनर यर चन्द्रकन््र दो द॑त्त विन्दु 
हे इन दोना के भीतर गाल्प्ष्ट पर परमाद्परेष्वा खीचना है। कर्पना कथे कि 
परमारप रेखा याम्योत्तर चत्त के साथ मभ कोण बनाती है। 


ठ अश्न गोट मे जो लगा है वहां से परमाप रेवा ओर याम्योत्तर चुत 
सम्पात तक एकर मद्वत अंश, ओर गोल का व्यासाद्धंितो य्होयदि 


वरिकोणमिति से २ व्यासार्हमे जैसा कि सर्वच टस ग्रन्थ भर ये है ल्यासाधन 
कगोतो श्रु = जिच्या. 





ओर उपर की य॒क्तिसे उ्याथ = -ग र * उणा्>८ज्याअ= -य 
। ~ शु - कविः 


अथात्‌ दोनो जीवा का धात सर्वदा स्थिर दहैजा कि महद्ञचत्तमे धम पाया 
जाता दै दसथिये दोन चिन्दुओ मे होकर जो मददृदत्त जा्रगा उक्षे दोनो 
विन्दु के भीतर जो चाप होगा ची परमारप अन्तर होगा । 


२७४। वहत से भदन रसे दै जिन्टे कि सम्बन्धक महन्तम ओरैर ल्युनतम 
कटते है । सम्यो करिढठो सीमा के भीतर किसी फल का चखानयन करने से 
फेला मान [स जाननादेजो मदत्तमवा भ्यूनतमहो इस नियमसरे किडन्ही 
चलरारिश्यो के दृक्लरे फल का उन्दी सीमा के भीतर चलमान | सः एकत दिये 
हए स्थिर संख्या के तुस्य हो । जे वक्र के परिध्िका मानस्थिरगकेतुस्यदहो 

ओर (१ [5 
र फर महत्तम हो इस नियम से परता खगावो किं कौन सा वक्र हे। 

फेरे पदनौ के उत्तर करने मे सः को एक श्थिर संख्वा अ से गुण 
कर || सभे जोड़ देते हिर इसके वैशेषिक को शल्य के समान करते 
क्योकि महत्तम वा रयुनतम मान मे 


वे ( स+अ || स, ) ताय = वै| सताय + अवै स\ ताय = ० + ° 


~ (~. 
क्योकि पदन के असार | सताय यदह महत्तम वा न्यूनतम दहै इसलिये 


३८९ खयङरारिकटन । 

ये (` (स [> [+ 

चै 1 सताय = ° ओर [सू ताय=ग=स्थिराङ्ख इसलिये वै [सः ताय=० । इसी 
तरह पदन मे यदि यह नियमो कि |॥ सताय महनत्तम वा न्यूनतम ओर 


[ स्ता ओर ॥ खनताय स्थिरा तो [ सम्ताय को दृखरे स्थिराद्धक से गुण 
कर उपर के योग मे जोड़ कर इसके वैरोपिक को रस्य के समान कसे अथौत्‌ 


चै { [| सवाय +-अ [| सपाय + क [ समताय } = ० फिर प्ररनके वासे अक 
स्थिरा का ज्ञान भी दहे जायगा । 

(९) उदाहरण 1 वहत से वक्र है जिन सभो का परिधि सान स्थिर ग के तुस्य 
हे तो बतावो कि किस का क्षेचफर सवस वड़ा होगा । 


यहां प्रदन की वोखीसे | सःताय = 1 ८ (१ + यथताय = ग, _ 


स ताय ( र ताय 


५ 
1 


इस दिये (| शा ताय = | { र + अ९८(१ + पर) } ताय ओर 


शषा = र+ अ९८(१९ + प) फिर २७२ वे प्रक्रम ओर २७५ वे प्रक्रम से 


प्‌ = अप 
ताश = तार + ---र ताय भीर, ना ~ 


५ न अपः 
इस लिये शा=पाप~+स्थियौरर+-अ + प) = ---------+-ग 


चा =० 


समश्ोधन सेर-ग९= - 7 त्सस्ल लिये प~ पर न रव 
ङि 1 

न चलखानयन से 
य ~ गर= -\८ { अ - (र - गर). } 

इख लिये (य ~ गः + (र ~ मठे = अः परन्तु यदह चृत्तका समीकरण 
इस लिये सव से वड़ा चत्त फट का होगा । 

यह पदन ओर २७५ प्रक्रम का (२) प्रन दोनो सन्‌ १६९६ $० मे जान वर्नली 
( गणा एला ) के निका हुए दै ओर जान वर्नली ने इन के उत्तरको 
भी वैशेषिक कलन की रीति से निकाल्य ¡ वैशेधिक टन के प्रचार फे जड़ भी 
यदी टोरना प्रदन हेः । 


= 
आर ताय = 


मिधितत्रकी्णक । ३८३ 

२७५ प्रक्रम का (२) जो प्व्नदहै उसेपेमेभी कह सक्रतेदोकि एक पेसी 
पतली कंच कीटद्ी पोटी नखी जिसके ठनो शिरे खद हा वनाचो जिसके 
ऊपर के दिरे पर यदि ण्क गुरः परमाणु पदाथदोड्देतो चद परमासप कामे 
नीचे कं चिरे पर पहुंच जाय । 

डस प्रव्नको अद्ररेज्ञी मे व्याचिसटोक्रोन प्रदन का ( 10111 ० ४९ 
1-461115106[11 01९ ) कहते दे । 

(२) उदाहरण । य क्षके चासे ओर एकर वक्रको घुमाकरर प्क एेसा 
घनक्षेचच वनाय्रा चाहने दे जो य अक्नरगत नियत टो विन्दुओ पर जाय ओर जिस 
का पृष्टुफल स्थिर गके तुद्य ओर घनफल महत्तमदो नो उस चक्का 
समीकरण नायो । 

यहां पृष्टफल = २ [२८ १+-प>ेताय=ग ओर घनफर = || रप्ताय 

इस लिय ऊपर की युक्ति से 


८; ( रताय~+२१््अ | २\८.१९ +प) ताय यदह 


चा | रताय+२अ | २८६ +- प) ताय = ॥ श्ाताय 


यदह महत्तम होगा 
टस लिये शा = र + अ २\८(१+ प) ओर 


अर 
ताना =२र तार +२ अतार\^(१९+ प) + दप ताय 


ध २अरप 
इस दिये मा=०, ना=र्र+२अ + प ओर पा = -त्स्क 


ष्ट्य (= ग्यरप 
्सचखियिमा-०, ना=रर+र्अ\८ (१+-पम) ओर पा तके 


लिये ~ रेअरपः 
दल खयि गा पाष्प+स्थि = ---लदरस्ल+ग 


= रः + २अर\८ (९ + पः) 
ग\--रः = २अर { \८(१+प- त्स | श त्क त 


यहां रश्च के असार वक्र य अक्ष को दो चिन्डु्ओ पर काटता है इस लिये 
उन श्याना मे र =० इसका उत्थापन (१) मे देने सेगः =° इस चिये 


६. 


~ ३८४ चटखरारिकटन । 
_ म्र _ र [~ । _ ग्भ" / = 
1 ~ 110 


~ 19 धञ्‌ _ 
इस मे यदि र + दसकं = तो इष: 


छः ९८ अरे २अंस्रर तार 
४ २ [= [ [यि = विनि 
क श्‌ र इसख्य प र्‌ ताय 


र ताय . र तार 
| इसलिये -7स्च्यर) = तर -ल््च्स्य = तीय 
-- ,^(छअ- रः = य-गर ,* र'+ (य -गर)* = ४ अः 
यदह एक चन्त का समीकरण है जिस का केन्द्र य अक्ष पर ओर व्याला 
= -र्अदहे। 
कल्पना करो किय अक्षम, ओर का चिन्दु नियत दै जिनके उपस्डो 
कर प्रन के अनुसार चक्र को जाना चाहिये। तो यदि, काके व्यास मान 
चछर एक गोट वनाया जाय ओर प्रदनमे दिया इ स्थिर प्ृष्ठफठ इस गोल के 
पृष्फर के वरवरद तो इस गोर मे प्रच्नोक्त सव आलाप घट जार्यगे परन्तु 
यदि दिया इ पृष्टफर इस गोल के पृष्ठफड के वराव्र न हो किन्तु य अक्षमं गा, 
ओर धा विन्दु जो है उन के अन्तर को व्यास मानकर जो गो होगा उसके पृष्ठ 
फल के वरावरदो तो एेखी सिति मे एेखा समश्ना चाहिये क्रि आग, य अक्ष 
का भाग, गाघ्रा व्यास्त पर वना गाचाघा वरत्ताद्धं ओरय अक्षका घाकरा भाग 
इन तीनोको पकमे मिला 
देने से आगाचाघाका यह ज्ञो 
आ ओर का दो नियत्‌ चिन्दु- 
आ पर गया हुआ यर धया 
| „ तलखमे एक वक्रदहैथ अश्न के 
चारो ओर उस्तके धूमने से 
अभीणएट घनक्षेच होगा जिसका 
पृष्टफर व्यि हुए प्रष्ठफरु के समान ओर धनप्र महततम दोगा 
इसी तरह यदि आक्रासे गाघावडादोतो भमी समञ्च ठेना चादिये। 


र्‌ 


आ आं गा घो काय 


ऊपर का समीकरण भी दिलटाता हैकरि जवर 4 र+ तत्लक्ल। =° वो 


र =० यद्‌ भीपक्र वक्र का समीकरणदशेगाजो कि यदा पर आगा ओर घाका 
स्मरख रेखा के समान दोगा । 


। 


कु 


८ 


अभ्यास कर दिये परश्च) २८ 


ग्रस प्रकार से व॒द्धिमानको चादिये करि इस अन्ध मं दविवदपे,गये जो 
सिद्धान्त हे उनके थभ्पान से नाना धकार कौ कर्पना अपने बुद्धिवरड से करे । 


अभ्य्रास के लिये प्रश्च। 


६। ॥ (४. यापक) श्रु ताश्रुताप इममे क्रम को बदलो 
© © 
© करर 
॥ ष |^ फः (धरुण) प्रतापतार 


२। [१ 1 ५. फ(यःग) तार ताय इसमे क्रम को चद देना है । 
© य 


ड० [१ फ (य,र) ताय तार 


^ १-५८ (६-र) 

२ अं ८ समे (५ 
२। | + # अ~य फ(यःर) तार ताय उसमे क्रम को वदना है। 
छं 


० [अ 18 „^ (जरूक(य,र) ताय तार + 1 २अ-र फ( यर ) ताय तार 
9 0 91 © 


अ द) कस 
७] [अ [य+ क(यःर) तार ताय इसका कम वदलने से कैसा 


° \८ (अ~य) रूप दोगा | 


(0 फ(य,र) ताय तार + ५ | फ(य,र ) तायतार 
^ \८ (अ~र) अ 


+ > फ(य,र) ताय तार 


सअ र-र्् 
५। यदि य = अस्यापज्याप१ ओर र= क कोञ्यापन्यापः 


तो सिद्ध कयोक्रिं वदख्नेसे | [कार ताय इस द्विगुण चरका 


+ || अक ज्यापर कोज्या ताप ताप, पेसा रूप होगा । 


६1! यदि य = वञ्याअ?१+ श कोज्या, 


ओर र = वकोज्याअ, -- शाज्याअ, तो सिद्ध कसे कि 
२४ 


अटटगहिक्रद्न । 


तादा तव 
[| क्ल त = || र, (क) त 





„८ (१-व-श 
७! सिद्धकरो क्रि 1 
| भ || > फ(अध्यः+ कर) तार नाय जः ॥ ^ फ(य)ताय 
[५1 © [५ 


ध 1 (यः + श्यरकोञ्याअ९ + र) नार ताय इसको अश्नीय भुज. 


युग्म के रूप मे वदरो ओर तव दिखलावो कि यदिय ओौरग्की सीमा ० ओर 


श गुण चल गा 
होतोदहि ख का मान द्याम दोगा 
९1 सिद्धकरोकि 


अ || तारताप्‌ _ ९ स्प~ सक्त 


ग +यः+-रणेर गअ + क +ग) 
॥९॥ 


१०1 अक्नीय मुजयुभ्म के रूप मे वद कर सिद्धं करो किं 
(च ४५ ० अ तार ताय 
(यः + रः + अ) (यः + रः + अ) 


१९। यदि यर श्रुकोल्याप ~ अञ्पाय 


_ 


अ~+अं 


ओर २=श्रुञ्याषप + अक्रोञपाप 
तो ॥।  [ फर) तार ताय उसको वट्छने से कैसा रूप होगा । 


 [ (कोर याप + अस्य्राप, श्वुञयाप + अकोल्याप) (अन्यारप्र-श्रु,ताग्नाप 


१२। सिद्ध करो कि ॥ 12 = 


देपकन्त्लं तार ताय = = ({-१) 


[~ 


यहां चङानयन य, ओर र के सव धनमानो करे भीतर किया गयादहे ओर 
यरः+-रः८ १) 


3 । सिद्ध क्सो कि 
न+ १ 
` त= 4 
९८ (~य -र -ल- च 


जहा चच्याशियो की संख्यान है जर चलानयन सव धन मान कै नीनर 
क्रिया गयाल्जोकतियः +र +टः 


८ २ इस नियम से सिद होते है। 


4 


अभ्यास के लिये परश्च । । २३८७ 


१४ । सिद कमो कि 


०.८ (व्यायय _ _ रज्यास्य , रेज्यारेय_ ध्य्याध्य, ,., ) 
न्यार्यन= ^ स्ट दद रद्‌ र 


९५ 1 सिद्ध कयो किं 
कोज्या भय = ई 1 १२ च भ जो 1, | 

१६ । एक मनुष्य से ३० हाथ के अन्तर पर दक्षिण ओर उसका पोसा 
तीतर थाजैसे दी मनुष्य पूर्व की ओर चख्ने खगा वैसे दी तीतर भी मचुप्य के 
पास पहुंचने के लिये चद तो वतावो किं प्रथम स्थान से पूवं की ओर कितनी 
दूरी पर सुप्य अओौर तीतर से भेर दु! इस रश्च मे इतना जानते दै कि 
प्रतिक्षण मे मनुग्यसेदूना तीतर चता था। 

४ उ० २० हाथ । 

१७ सौ दाथ ऊचे पक तालश्च के उपर णक कोय वेडा धा उसने पेड 
की जड से दक्षिण ओर २५ हाथ के अन्तर पर दक्षिणी की ओर जाता णक 
मूसे को देख कर उसकी दूनी गति से पकड्ने के लिये कपटा तो वतावो कि पेड 
की जड से कितने हाथ पर कोभ ने मूसे को पकड़ा | 

॥ उ० १८३ > हाथ । 

१८ प्रृश्वी से १०,००० हाथ चे पर जा कर एक कवूतर ने पृथ्वी पर ठीक 
पे पैर के नीचे चालो को देख करः एक पठ मे २०० दाथ की गति से उतरने 
र्गा परन्तु उस समय पूवे की वायु एक चार से वहती थी जिसके कारण एक 
{ल चती गति कवूतर की परं की ओर भी १०० हाथ हो गई तो चताचो कि कितने 
खमे चह कवूतर पृथ्वी पर पहुंचा! - ~ - 

॥ उ० ६६३ पट 
१९ २६७ प्रक्रम के (द) वै प्रदनमे मोर ओर सापकेयोगसे वक्र वाहु 


क अ 
गगा उतक्ा क्षेच्रफठ क्या होगा । उण, फर = (इक - ग) 


छगु - १ 
( २० दवें प्रदनमें मसुप्य ओर तीनरक्रे योगसे जो वक्र रिवाहु दगा 
सका फट क्या होगा | ड० फक = १२० 


२९ १७ चं प्रन मे काक ओर मूस के योगसेजो वक्र लिवाहु देगा उस 
कोटि (२ गुः भुज + गु > कणे) 


गृ फङ चतावो | ० फट = 
&गुः-२ 


३८८ चअटगरिकटन। 
काक गति 
मूस की गनि 
॥ य ॥ [द्‌ मे ^^ थं र, 
२९] १८वेप्रव्नमे कपोत जिस चक्रमे पृध्वी पर उतरेगा उससे शीर 
कपोत की ईचाद १०,००० से जो चापक्नेच होगा उसका क्या फट दोगा । 


२२(१०,०००)२ 
२ 


यहां गु = 


ख० पट = 


२३] एक वक्र णेखा वतावों जिसमे [ ह नाय इसका मान न्यूनतम हो] 
आर + 
गप ५४, ; य = ग१+ग ( य 
२७ जिस सूच्याकार शङ्कं के पृष्ठका ल=इ.८(यः रोर दर्‌ शयु य 
समीकरण छे उसके पृष्ट पर दो दिये हए विन्दुओ के वीचमे जो परमाद्परेखां 
पर+~गः 
५८ (१९६ 
२५] चक्र का चाप ओर फक स्थिर है ओर यह वक्रय अक्चके चाये ओर 
घूम कर रेखा घनक्षेच वनाता है जिखका घधनफङ महत्तमटहै तो वक्रका पता 
खछगावो 1 उ० यहां शा = 7 र + कर + अ\८(१९ + पथे फसा दोगा फिर इस पर 
से २७६ पक्रम की क्रिया कर वक्र का समीकरण जानो । 


© र ~ 





+-खाप) 


टोगी उसका समीकरण वतावो । उ० श्रु = गक्े 1 


४ [*प 


२द। सव चक्रो मे क्रेचफर स्थिर हे तो बतावो किसकी परिषि सचसे छोरी 
दीगी । उ० चत्त की। 


२७। चक्र का चाप स्थिर टै ओर यह य अक्के चासे ओर धूम कर एक 
पेखा प्रन्ने वनाता है जिखका न्यूनतम प्ृष्टफक है तो वतावो बह कौनसा 
चक हे। ० कातन्वरी ((-21€1181 $) 


२८। पक्र नीवमे जङसेटो शाखा षूटी थी जिनका च्ुकाच ३०० यथा| 
पी गाखा एर जङ्‌ से € हाथ के अन्तर पर एक मैना वैरी श्री भौर दसी 
शावा पर जङ्‌ से २ ४९८२ हाथ के अन्तर पर एक कीड़ा वैटा था । यद जैसे 
द्धै शाखा के उपर की ओर चलने ल्गावेसेद्ी उस्र पर मैना अपटी तो वतावो 
क्रि पहले स्थान से कितनी दूर जाने पर मैना ने उस कीड़े को पकड स्यि । इस 
दन मे इतना दम जानते हे कि कीड़े से मैना दूनी चरती थी । 

उ० ध दथ 


अभ्यास के सिये परञ्च | २८९ 


२९] एक महाजन ने एक स्यौतिषी से धसन्न होकर कटा कि कड आप एक 
पीतर का डब्या किसी से वनवा कर ठेते आद्येगा जो किं ठीक मेरी रूमाटसे 
चारो ओर चंघ जाय तो मे उस डब्वे को अशार्ियो से भर कर आपको सङ्स्प 
कर्टूगा । वतावो ज्योतिषी कैसा ङन्वा बनावे जिसमें उसे बहत अरशाफियां मिरे । 
इतना यहां पर हम जानते है कि उस धनी के सुमा की टस्बाई साटपांच हाथ 
ओर चौडाई पौने दो हाथ थी। 

उ० यदि व्यास परिधि का सम्बन्यस्छ्होतो पौने 
दो दाथके व्यास का जो एक गोटाकार उव्या चनेगा उस 
मे सवसे अधिक अद्यायं भरेगी । 
हस्मीत 
रखि है ऊृपादद्धिवेदिखतक्ृत सुकृतिजन मन खाय के । 
चरुरारिकख्न वरसि कठ नवयरादि चरम मिलाय के) 
धरि शान जौँ बुद्धिवल गरवदलि सकट खठटि दिखाय के । 
धन धान मान महान ल्हि दे दोय भिय नृप सयके॥ 
दतिश्ीङृपाददत्तखतश्रीखधाकरदिवेदिरूतं चखरारिकटनं 
सम्पूणम्‌ ॥ 
सित सावन रानि तेरख वरस विरोधि। 
पूरन कियेड सुधाकर सव विधि सोधि ॥ 


